Testarea Sistemelor

CURSUL 6 - Bazele teoretice ale testarii circuitelor
Elemente de calcul diferential discret

Utilizarea diferentei Boole-ene, initial in teoria codurilor si apoi in studiul functiilor binare de
variabile binare a condus la dezvoltarea unui aparat matematic similar celui din calculul
diferential clasic. Acest aparat matematic a fost numit, datoritd acestei similitudini, calcul
diferential discret.

Aplicatiile calculului diferential discret, intre altele, sunt deosebit de interesante in teoria
testarii circuitelor de comutatie, in optimizarea booleand a retelelor combinationale multi-
nivel (calculul termenilor interni nespecificati de observabilitate), dar si in proiectarea si
optimizarea circuitelor VLSI construite cu porti SAU-EXCLUSIV, in sinteza circuitelor cu
bune proprietati de testabilitate etc.

6.1 Definitii si notatii

Fie f o functie binara scalard de n variabile binare: f: B" — B. Domeniul de definitie al
functiei f contine 2" vectori, fiecare cu n componente binare, de forma X = (x,.1, Xn2,...,X0).
Vom considera vectorii x ordonati lexicografic, astfel fiecdrui vector x ii asociem un numar
natural j de forma:

j: 2n'lxn_1 + 2n'2xn_2 + ... +2OXO.
(6.1)

In relatia (6.1) expresia din dreapta semnului egal este calculatid ajutorul operatorilor
aritmetici traditionali. Este facutd aceastd precizare deoarece in continuare semnul plus si
juxtapunerea vor fi folosite, din motive de simplitate a scrierii, cu sensul de reuniune
(disjunctie sau suma logicd) respectiv intersectie (conjunctie sau produs logic), exceptand
cazul in care se precizeaza, asa cum s-a procedat anterior, explicit un alt sens. Relatia (6.1)
vine sd asocieze unui minterm X un numar natural j unic. In continuare, se va realiza si
corespondenta inversd: cu ajutorul exponentierii binare scalare se va asocia unui numar
natural un minterm unic.

Definitia 6.1. Fie a si x doua variabile binare, atunci exponentierea binard cu
baza x si argument a este datd de expresia:

X9 =x ®a’ (6.2)
unde semnul @ reprezintd suma modulo-2 (disjunctia exclusiva) iar a’ este notatia
pentru @ complementat .

Se observa ca folosind proprietatile sumei modulo-2 se poate deduce cu usurinta:

xW=x gi xO=x"
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In continuare folosind definifia exponentierii binare se introduc doua notatii. Astfel daca x
este o variabild vectoriald cu n ranguri iar j este un numadr natural cuprins intre 0 si 2"-1,
inclusiv capetele, in baza 2 numarul j se scrie j=(j,.1 ju-2 ... jo)2, atunci exponentierea scalara
este conjunctia:

X = (}% XU .

k=1

Prin aceastd operatie de exponentiere scalara, se remarca faptul ca se pot genera mintermi
corespunzatori numerelor j.
Spre deosebire de exponetierea binard scalard care genereaza un termen produs, un minterm,
exponentierea binara vectoriald a variabilei x la exponentul j, produce vectorul notat astfel:

()= (e, x?, ..., x4

cu alte cuvinte vectorul acesta reprezintd punctul din B” corespunzator numarului natural ;.

Defintia 6.2 Fie a si x doud variabile binare, atunci exponentierea normald in
baza x si argument a se calculeaza astfel:
x' =x, dacd a are valoarea 1 si (6.3)

x” =1, daci a are valoarea 0. (6.3"

Exponentierea normala se mai numeste si exponentiere inelara deoarece poate fi privitd ca o
exponentiere in inelul construit peste mulfimea B cu doud elemente si Inzestratd cu o legea
aditiva (suma modulo-2) si cu o lege multiplicativa (intersectia): B(D,e).

Similar exponentierii binare, se pot introduce alte doud notatii folosind aceleasi precizari ca
si mai inainte .Exponentierea normala scalara este conjunctia:

n
X' =M\ X/

k=1

iar exponentierea normala vectoriala a variabilei x la exponent j este vectorul:
(X)) = (i, iz, xi)
Exponentierea normald scalard actioneaza ca un filtru taie-toate acele variabile pentru care
exponentul este nul, In timp ce exponentierea normala vectoriala calculeaza un vector ce are o
parte din componente nominalizate cu valoarea 1.
Exponetierea normala (inelard) este adesea, din motive de exprimare usoara, referitd (simplu)
si ca exponentiere.
Daci X este un vector binar din B, spre exmplu, atunci X10=x v x, x.x, ’, adica un minterm,
. . 1 » » » . .

(deoarece 10=(01010), pe 5 ranguri), iar (X)( O=(x,” x,x.’x,x,’) si pentru exponentierea

normala se obtine: x'*=x.x, iar (X)'°=(1,x,,1,x,1).

6.2 Derivate discrete
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In continuare definitia 6.3 ofera cea mai simpla metoda de calcul direct a derivatei discrete
pentru o functie binara de variabile binare.

Definitia 6.3 Derivata discreta a functiei f* in raport cu variabila x;, 0 <i< n,
este datd de expresia:

d
_f = f(xn-l)'-') xi+1111 Xi-lyeees X()) EBf(xn—[)-“: xi+1;0) Xi-lyeees X())

dx;

Aplicarea iterativa a derivatei discrete, in raport cu anumite variabile conduce la necesitatea
definirii derivatei discrete n raport cu o submultime a multimii variabilelor functiei f.

Fie x=(x,,x ) o partitie a vectorului x, astfel incat x; sa contind primele ¢ variabile din x
incepand cu x( (eventual renumerotand variabilele).

Definitia 6.4 Derivata discreta a functiei f 1n raport cu x; este functia:

& _ 4 4, d
dX] dX() dxz((dx”)))

Derivata discretd are un numar mare de proprietdfi matematice. In continuare sunt enumerate
unele dintre cele mai importante proprietati ale derivatei discrete si anume cele legate de
domeniul proiectarii si testarii subsistemelor digitale.

d—i =0 = f = f(Xptseees Xitts Xictsees X0)
(6.4)
ar)_ 4

dx,» dx,-

(6.5)
4 _ 4
dx; dx;
(6.6)
d(f®g) _ df o dg

dxi dxi  dxi
(6.7)
aif-g _ i.g@g.f@ﬂ.g

dxi dx,- dx,- dxi dx,-
(6.8)
d(f+g) _ df o dg o d(fg)

dx; dx; dx; dx;
(6.9)
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d
dx; dx; (6.10)
ddf_ d d

dxi dx; dx; dxi

(6.11)

6.3 Dezvoltiri canonice disjunctiv-exclusive ale functiilor binare de n variabile
binare

Se considera dezvoltarea canonica disjunctiva (Shanon) a functiei f:

fx) = f(x=0)-xV+ fix=1) - xV+. +f(x=2) x7Y (6.12)

Tinand cont ca termenii 1n x sunt disjuncti, relatia (1.12) se poate rescrie astfel:
f1x) = f(x=0)-xV® fix=1) xV®..®f(x =2"") x>V (6.13)
In continuare forma (6.13) se va numi dezvoltarea canonici disjunctiv-exclusiva a functiei £

Pentru o mai buna introducere a unei propozitii importante care urmeaza a fi enuntata, se
considera urmatorul exemplu:

Exemplul 6.1 Fie o functie binard g de o singura variabild binara. Aplicand
dezvoltarea canonica disjunctiv-exclusivd, pentru acest caz particular si
substituind in dezvoltarea obtinuta literalul x' prin x®1, se observa cad se poate
ajunge la expresia:

g(x) =g(0) ® (g(0)Dg(1))x
Utilizand definitia derivatei discrete, egalitatea anterioara se poate rescrie (6.14):
d.
gx) = g(0)® = x
dx
(6.14)

Printr-un procedeu similar, dar grupad altfel, se poate obtine si relatia (6.15):
ag
gkx) = g(])(—BEx (6.15)

In relatiile (6.14) si (6.15) se poate remarca faptul ci derivata discretd este o
constantd (functia g este dependentd doar de o singura variabild).

Se poate observa ca relatiile (6.14) si (6.15) se pot aplica si unor functii de doua
sau mai multe variable. In acest caz procedeul se aplica dupa una (oarecare) dintre
variabilele functiei, dar derivata discreta calculata nu mai este o constanta.
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Relatiile (6.14) si (6.15) se pot denumi, din cauza asemanarii evidente, dezvoltari Taylor in 0
si respectiv in 1 ale functiei g. Propozitia urmatoare, atribuitd lui S.B. Akers, cuprinde
generalizarea relatiilor (6.14) si (6.15). In toate referintele aceasti teoremi este enuntata fara
demonstratie. In continuare este prezentatd o demonstratie, prin inductie completa, realizati
de autor. Realizarea demonstratiei a fost necesara in mod deosebit pentru evitarea confuziilor
legate de conventiile de notatie, adeseori presupuse cunoscute implicit dar, totusi, variabile de
la o scoala la alta.

Propozitia 6.1 (S.B. Akers)
Dezvoltarea Taylor a unei functii /', intr-un punct k=(ky.1,ks2.....ko) din domeniul B”, este
data de relatia:

s = s @ (@4 w)e
i=0 dXi x=k

DY | poe.e—— Y (6.16)

X .. )
0 n—1
o<i<j dx; dx;|_ dxo dxi..-dxn;
7x=k

Demonstratie
Demonstratia se va face prin inductie completd dupa »n, numarul de variabile al functiei f.
Considerand relatiile (6.14) si (6.15) acestea se pot scrie unitar utilizind exponentierea binara

astfel:
0= fye L
dx

Cu aceasta se poate considera ca verificarea propozitiei pentru n = 1 este realizata.

(1)

Se presupune in continuare ca relatia (6.16) este verificata pentru orice functie f care depinde
de cel mult n-1 variabile si in baza acestei ipoteze se demonstreaza ca relatia (6.16) se verifica
si pentru functii cu n variabile.

Fie f o functie de n variabile si fie X = (x,.1, X2, ... ,Xo) vectorul variabilelor sale. Fie k din B"
punctul in care se calculeazd dezvoltarea functiei f.

Asupra vectorului x se efecteaza o partitie de forma: X = (x,.1, Xo), unde X, este un vector cu n-
1 componente: Xg = (X2, Xn.3, ... , Xo). Deci se poate scrie (x) = f{x,-1,X0). Functiei f* 1i putem
aplica o dezvoltare in raport numai cu variabila x,,.;, in punctul x,,.; = k.1, astfel:

106y 15%0) = [k, x) © LX) i (i)

n—1
In relatia obtinuta au aparut doi termeni, fiecare depinzand de n-1 variabile: f(k,.1,Xo) si
df(x,1,%,)
dx,

Acestor termeni li se poate aplica ipoteza de inductie Intr-un punct ko=(k,-2, ku-3, ... ,ko) din
B!, astfel incat punctul k din B” este k = (k,,.1,ko):

5
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o 2df( - I’XO)

Fll )= 1, k)@ (@) | e (@ Liatl| . e

j>i=0 dx dx x0=k0
df(k _,,x
o Yk, . %) U8 f,kzZ)’ (iif)
dx,dx,...dx, ,
respectiv:
df (x,,X,) b df (x,15%) (® df(xn %) l@k}))@
dx, dx, , Xo=ky  iz0 dx, x(l:kﬂ
@(® df(xn lXO) (k:)x(k;))@@ df(xnflaxo) (ko)x(lq . (k 2))x(k'ﬂ1)_ (IV)
jizo dx,_ydx,dx ; [xo=o Y dx, dx,dx,...dx, , oo h o2 "

Sumand modulo-2 relatiile (ii1) si (iv), si tinand cont ca f(k,.1,ko) =f(k) se obtine, dupa
gruparea convenabild a termenilor, egalitatea:

df(x _,x n=2 n,x df(x, ,,x »
f(k)@% ’(11(11) f(k)@(( If (k, 15X,) (k))@ If (x,.1,%p) . xf,]i"{))@
xn 1 Xo= dx xo=k,
df (k, ,x,) K (k) df(x ,X;) K)ok
(_B I\ =100/ . ( ) n—1 0 ( 1) (k) @
((1>1 0 dxidxj "0=k0 ) (@ dxn—de, x0=k0 i ))
@ df (x,.,X,) xR k) k) )

dx,dx,...dx,

Acum se observa cu usurintd ca relatia (v) este identica cu relatia (6.16) si demonstratia este
incheiata.

Pentru o mai mare usurintd In manevrarea formulei (6.16) aceasta se poate rescrie, mai

compact, folosind ca argument al functiei f punctul in care se calculeaza derivata discreta,
astfel:

) = @YY xoky 6.17)

j=0 x!

In continuare, folosind forma (6.17), se pot deduce cateva proprietiti interesante .
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Corolarul 6.1

Fie x un vector cu n componente binare si fie X = (X;, X ) o partitie a sa unde X
cuprinde primele m variabile (m < n) din X (eventual re-numerotand). Dezvoltarea
Taylor in raport cu X, in jurul unui punct ip din spatiul B”, pentru functia f este:

o Hxo = io)

Jx) = (—DTO-(X()@io)" (6.18)
i=0 X0
Corolarul 6.2

In relatia (6.17) se poate observa cd substituind X prin X @ K se obtine:

ok = @Y=k (6.19)

0 dx!
Daca se Tnsumeaza modulo-2 relatiile (6.17) si (6.19), se obtine urmatorul rezultat:

e ek - @YK

0 dx’

(6.20)

Corolarul 6.3

Remarcand faptul ca relatia (6.17) este o identitate in raport cu k , dupa o
prealabild interschimbare a variabilei X prin K , se obtine:

8 ) = DY kex) (6.21)

= dx’

Formele de dezvoltare Taylor mai sunt cunoscute in literaturd si sub numele de forme
canonice Reed-Muller (RMCF), iar vectorul, punctul, k din B" in jurul céruia se face
dezvoltarea este numit vector de polarizare .

Se observa cu usurintd ca atunci cand in vectorul k componenta de rang ;j este nula,
corespunzator acesteia variabila de rang j se dezvoltd in zero si in consecintd dezvoltarea
Taylor va cuprinde variabila de rang j doar in forma directd. Complementar, atunci cand in
vectorul kK componenta de rang ; este nenuld, dezvoltarea Taylor va cuprinde doar forma
complementata (negatd) a variabilei de rang ;.

Exemplul 6.2 Se considera functia:
Sx2,x1,%0) = X0 "x1°x27 F+x0X1 X2 + Xox1"X2 X0 X1X2 -
Se va calcula dezvoltarea disjunctiv-exclusiva (6.17) a functiei pentru punctul k =
4 (x=1,x1=0six9=0, deci X 69 k=(x2’, x1, xQ)). Termenii produs sunt:
i (aj2do) (X @ K) = (x2”, x1, X0
7
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0 (000) 1

1 (001) X0

2 (010) X1

3 (0 1 1) X1X0

4 (100) X’

5 (101) X27Xo
6 (110) X2'X1
7 (1 1 1) X2,X1X()

Functia f{(x,,x1,x9), In punctul X = 4, are valoarea 0.

Determinarea derivatelor discrete conduce la expresiile:

o A A daf df df

_'XZ’ =1, :X;]’ :0; = ; :0; =
dx, dx, dx, dx dx, dx dx, dx,dx, dx,dx dx,

9

Dupa calcularea tuturor coeficientilor constituiti din valorile derivatelor discrete
in punctul x=4, dezvoltarea disjunctiv-exclusiva care se obtine, conform
Propozitiei 6.1, este:

F(x,,%,X,) =%, ®x, ®x, ® x,yX,.

Privitor la calculul coeficientilor constituiti din valorile derivatelor discrete se pot
face urmatoarele consideratii.

Deoarece 1n dezvoltarea (6.17) sunt necesare doar valorile derivatelor discrete in
punctul X = K, calculul coeficientilor dezvoltarii se poate desfasura mult mai
eficient (mai ales in calcul automat) pornind de la vectorul de valori al functiei f
(metoda este dezvoltatd in continuare). Calculul formal al derivatelor discrete este
fezabil doar pentru exemple de complexitate mica dar are avantajul independentei
de punctul de dezvoltare.

6.4 Derivate discrete ale functiilor compuse

Consideram o functie binara vectoriala g de » variabile binare:

g:B"—>B"

9(X)=(gn-1(X).gm-2(X)-...go(X)), X € B";

si fie f o functie binara de m variabile binare:

f:B"5B,
1ar A este functia compusa

h:B"— B,

h(X) =1 °g (X).

Propozitia urmatoare enuntd modul de derivare discret al functiilor compuse.
Formula de calcul corespunzitoare, este adeseori numitd formula de derivare in lant (“chain
rule”) si este demonstrabila folosind Propozitia 6.1.

8
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Propozitia 6.2 Derivata discreta a functiei /4 in raport cu variabila x; este data de

expresia:
d g m-1 di d
- @L Ened Yy
dx,- o< dg; dxi 0<j<k dg, dgk dxi dxi
df dg, dg, dg,,
dgo dgl dgm_l dxi dxi dx; (6.22)

Se poate construi o demonstratie a formulei de calcul a derivatei compuse dezvoltand
disjunctiv-exclusiv (6.17), intr-un punct g, functia 4. Derivand discret in raport cu variabila
X;, iIn ambii membri dezvoltarii si grupand convenabil se obtine formula de calcul (6.22).



