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Problema 
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Cum gândim noi?  

AnalizŁm posibilitŁἪile Ἠi evaluŁm  

fiecare mutare în funcἪie de consecinἪe. 

Am pierdut! :(  

Egal! :(  
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Cum gândim noi?  

Ne dŁm seama òinstinctivò cŁ avem o 

singurŁ opἪiune pentru a nu pierde 

partida Ἠi mutŁm în consecinἪŁ! 

Egal! :(  
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Cum gândim noi?  

http://www.dwheeler.com

/chess-openings/ 

#Sicilian%20Defense  
ApŁrarea sicilianŁ! 

Varianta Najdorf Varianta Dragon 

Când avem foarte 

multe posibilitŁἪi la 

dispoziἪie ´ncercŁm 

sŁ folosim poziἪii 

(pattern-uri) 

cunoscute. 
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Cum gândim noi?  

Albul la mutare 

-11 posibilitŁἪi de mutare; 

- le putem încerca pe toate 

sŁ vedem ce se ´nt©mplŁ. 

NumŁrul mutŁrilor  

posibile se reduce la 6. 
Doar 4 mutŁri posibile. RemizŁ asiguratŁ! 

Circa 15.000 de mutŁri de 

analizat ï uἨor pentru 

calculator. Noi eliminŁm 

mutŁrile ce ni se  

par fŁrŁ sens (mai mult de 

jumŁtate).  
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Cum gândim noi?  

Cam 35 

de  

mutŁri 

posibile 

Varianta 

c©ἨtigŁtoare 

presupune 

sacrificarea 

unei piese 

valoroase: 
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Cum gândim noi? 

 EvaluŁm ameninἪŁrile: 
 CŁutŁm mutŁri care sŁ minimizeze pierderile;  

 CŁutŁm mutŁri care sŁ maximizeze c©Ἠtigul.  

 

 Alegem mutŁrile ce ni se òparò cele mai bune pe 
moment:  
 ExplorŁm ´n ad©ncime graful mutŁrilor;  

 NumŁrul de niveluri = minim dintre: 
 Terminarea jocului; 

 ObἪinerea unui avantaj consistent fŁrŁ pericol aparent de a-l 
pierde; 

 Nivelul maxim al capacitŁἪii noastre de calcul. 
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AbordŁri posibile pentru calculator 

ἧabloane pentru poziἪii standard. 

 

CŁutare ´n spaἪiul de poziἪii. 

 

 Utilizare euristici pentru evaluarea poziἪiei 

curente. 

 

Ne vom concentra asupra cŁutŁrilor. 
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Metoda minimax 

 2 jucŁtori: Max Ἠi Min care mutŁ pe r©nd (Max muta primul). 

 

 Max urmŁreἨte sŁ-Ἠi maximizeze c©Ἠtigul. 

 

 Min urmŁreἨte sŁ-Ἠi minimizeze pierderea. 

 

 Se construieἨte un arbore AND-OR: 

 

 Nivelele impare  mutŁrile jucŁtorului Max. 

 

 Nivelele pare  mutŁrile jucŁtorului Min. 

 

 Frunzele desemneazŁ c©Ἠtigul/pierderea lui Max. 

 

 Arcele reprezintŁ mutŁrile propriu-zise. 
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Exemplu (I) 

MAX (Firefox) trebuie sŁ mute:  
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Exemplu (II) 

MAX 

MIN 
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Exemplu (III) 

MAX 

MIN 

MAX 
-1 
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Exemplu (IV) 

http://mouserunner.com/MozllaTicTacToe/Mozilla_Tic_Tac_Toe.htm 

MAX 

MIN 

MAX 

MIN 

+1 0 

-1 

...-1 ...0 ...0 
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Functionare Minimax 

 1) Se genereazŁ întregul arbore; 

 

 2) Se evalueazŁ frunzele Ἠi li se asociazŁ 
valori;  

 

 3) Se propagŁ rezultatele dinspre frunze 
spre rŁdŁcinŁ astfel: 
 Nivelul MIN alege cea mai micŁ valoare dintre 

cele ale copiilor. 

 Nivelul MAX alege cea mai mare valoare dintre 
cele ale copiilor. 
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Exemplu (V) MAX 

MIN 

MAX 

MIN 

+1 0 

-1 

...-1 ...0 ...0 

+1 0 
0 

-1 -1 0 

0 

Deci poziἪia conduce la remizŁ! 
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Alt exemplu (I) 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 
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Probleme 

 Dimensiunea arborelui pentru ñX Ἠi 0ò e < 9! 

 

 Pentru ἧah fiecare nod are în medie 35 copii! 

 

 Pentru Go ramificarea este de cca. 150 ï 250! 

 

 Complexitatea arborelui:  

 pentru ἧah ï 10123 noduri; 

 pentru Go ï 10360 noduri. 

 

 LimitŁri: Nu putem sŁ construim întregul arbore  Nu putem 

ajunge de fiecare datŁ la stŁrile finale pentru a le putea evalua. 
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OptimizŁri minimax 

 Limitarea ad©ncimii cŁutŁrii 

 Trebuie sŁ construim o funcἪie euristicŁ care sŁ estimeze 

Ἠansele de c©Ἠtig pentru o poziἪie datŁ. 

 Ex. pentru Ἠah:  

 ReginŁ:10p; Turn: 5p; Cal, nebun: 3p; Pion: 1p; 

 Ex: FuncἪie de evaluare a poziἪiei = suma pieselor proprii ï suma pieselor 

adversarului. 

 Oprirea cŁutŁrii: 

 Limitare staticŁ: dupŁ un numŁr maxim de nivele/interval de timp.  

 Limitare dinamicŁ: c©nd profitul obἪinut din continuarea cŁutŁrii 

devine foarte mic (scade sub o valoare fixata). 

 Se estimeazŁ valoarea funcἪiei de evaluare la nivelul 

respectiv. 

 Apoi propagŁm valorile conform principiului enunἪat anterior. 
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Exemplu Ἠi contraexemplu 

Eval: 36-34=2 Eval: 36-37=-1 Eval: 26-34=-8 

FuncἪia nu Ἢine cont 

de poziἪie ï albul 

are o poziἪie net 

superioarŁ dar 

funcἪia de evaluare 

o ignorŁ 

DacŁ cŁutarea se opreἨte 

la acest nivel atunci 

aparent albul iese în 

c©Ἠtig material ignor©ndu-

se faptul cŁ la mutarea 

urmŁtoare se pierde dama 

DacŁ cŁutarea se 

opreἨte la acest nivel 

aparent albul iese in 

dezavantaj deoarece 

a pierdut dama 
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Exemplu funcἪie euristicŁ X Ἠi 0 

 F = numŁrul de linii/coloane/diagonale 

posibil c©ἨtigŁtoare pentru MAX ï

numŁrul de linii/coloane/diagonale posibil 

c©ἨtigŁtoare pentru MIN. 

 

DacŁ MAX poate sŁ mute Ἠi sŁ c©Ἠtige 

atunci F = +Ð; dacŁ MIN poate sŁ mute 

Ἠi sŁ c©Ἠtige F = -Ð. 
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Exemplu funcἪie euristicŁ X Ἠi 0 

MAX 

MIN 

MAX 

-Ð 2-2=0 2-1=1 1-1=0 

-Ð 0 

0 
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Minimax ï funcἪii de evaluare 

FuncἪia euristicŁ trebuie sŁ cuantifice 

òpoziἪiaò.  

 Chiar în dauna avantajului material. 

 

Trebuie sŁ ia ´n calcul potenἪialele 

ameninἪŁri! 
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Algoritm MINIMAX 

 MINIMAX_limitat (n, nivel_limita) 
 Pentru fiecare nô Í succs(n) // pentru toate mutŁrile 

 Fie m = mutarea corespunzŁtoare arcului (n,nô) 

 VAL(m) = w(nô, nivel_limita, 1) // determin valoarea mutŁrii 

 Întoarce m a.î. VAL(m) = max {VAL(x)| x Í mutŁri(n)} 

 

 W(n, limita,nivel) 
 DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

 DacŁ nivel Ó limitŁ Întoarce euristicŁ(n) 

 DacŁ jucŁtorul MAX este la mutare Întoarce 
 max {w(nô, limita, nivel + 1) | nô Í succs(n)} 

 DacŁ jucŁtorul MIN este la mutare Întoarce 
 min {w(nô, limita, nivel + 1) | nô Í succs(n)} 
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Caz special - Minimax 3 jucatori (1) 

A 

B 

E F 

D 

J K 

C 

G H I 

Juc 1 

1,2,6 4,2,3 6,1,2 7,4,-1 5,-1,-1 -1,5,2 -2,4,3 5,1,2 5,-2,3 2,3,4 0,-2,1 5,4,5 7,7,-1 

Juc 2 

Juc 3 

Juc 1 

JucŁtorii vor alege pe r©nd valoarea care le maximizeazŁ c©Ἠtigul propriu 
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Caz special - Minimax 3 jucatori (2) 

A 

1,2,6 

1,2,6 6,1,2 

1,4,3 

1,4,3 5,-2,3 

-1,5,2 

-1,5,2 5,4,5 2,3,4 

Juc 1 

1,2,6 4,2,3 6,1,2 7,4,-1 5,-1,-1 -1,5,2 1,4,3 5,1,2 5,-2,3 2,3,4 0,-2,1 5,4,5 7,7,-1 

Juc 2 

Juc 3 

Juc 1 

JucŁtorii vor alege pe r©nd valoarea care le maximizeazŁ c©Ἠtigul propriu 
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Caz special (2) ï Minimax 

Probabilistic 
 La unele jocuri, mutŁrile sunt guvernate de ἨansŁ. 

 

 Ex: Jocul de Table ï mulἪimea mutŁrilor este limitatŁ de: 

 starea curentŁ a jocului; 

 combinaἪia zarurilor in starea curentŁ. 

 

 Arborele MINIMAX este completat cu noduri suplimentare 

(noduri ἨansŁ) plasate intre nodurile MIN/MAX (MIN ï 

ἨansŁ ï MAX si MAX ï ἨansŁ ï MIN). 

 

 Valorile se calculeazŁ ca sumŁ ponderatŁ intre 

probabilitatea nodului si evaluarea acestuia (prin cost sau 

euristicŁ). 
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TŁiere ɻ-ɼ 

ĊncercŁm sŁ limitŁm spaἪiul de cŁutare 

prin eliminarea variantelor ce nu au cum 

sŁ fie alese. 

 

 Idee: 

DacŁ V21<V1 

toatŁ ramura  

V2 poate fi  

IgnoratŁ. 

V 

V1 V2 V3 Vn 

V21 V22 V2m 

MAX 

MIN 

MAX é 

é 



Proiectarea Algoritmilor 2010 

TŁiere ɻ-ɼ  

 ɻ = max dintre valorile gŁsite pentru un nod MAX. 

 

 ɼ = min dintre valorile gŁsite pentru un nod MIN. 

 

 TŁiem o ramurŁ dacŁ: 
 am gŁsit un nod pe nivelul MAX cu valoare ɼ <= oricare 

din valorile ɻ calculate anterior; 

 am gŁsit un nod pe nivelul MIN cu valoare ɻ >= ɞricare 
din valorile ɼ calculate anterior. 

 

 Teorema ɻ-ɼ. Fie J un nod din arborele MINIMAX 
explorat. Daca ɻ(J)  ɼ(J), atunci explorarea nodului 
J nu este necesarŁ. 
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TŁiere ɻ-ɼ  MAX 

MIN 

MAX 

MIN 

+1 0 

-1 

...-1 ...0 ...0 

+1 
0 

0 

-1 -1 0 

0 

Min va alege întotdeauna -1 Indiferent de ce alte opἪiuni mai sunt! 
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Algoritm ɻ-ɼ 

 ɻ-ɼ(n, limitŁ) 
 w = eval_max(n, -Ð, Ð, 0, limitŁ) 
 Întoarce m Í mutŁri(n) a.i. VAL(m) = w 

 
 eval_max(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 

 DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 
 DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 
 a = -Ð // valoarea curenta a nodului de tip max 
 Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 

 a = max(a, eval_min(nô, max(ɻ,a),  ɼ, nivel+1, limitŁ)); // propag 
 DacŁ (Á  ɼ) oprire; } 

 Întoarce a 

 
 similar eval_min 
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Alt exemplu (II) 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[-ЊȟЊ] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

eval_max(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

a = -Ð // valoarea curenta a nodului de tip max 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
a = max(a, eval_min(nô, max(ɻ,a),  ɼ, nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (Á  ɼ) oprire; } 

Întoarce a 
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Alt exemplu (III) 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[-ЊȟЊ] 

[-ЊȟЊ] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = -Њ 

eval_max(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

a = -Ð // valoarea curenta a nodului de tip max 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
a = max(a, eval_min(nô, max(ɻ,a),  ɼ, nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (Á  ɼ) oprire; } 

Întoarce a 
 



Alt exemplu (IV) 
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a = 3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[-ЊȟЊ] 

[-ЊȟЊ] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = -Њ 

b = Њ 

eval_min(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

b = Ð // valoarea curenta a nodului de tip min 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
b = min(b, eval_max(nô, ɻȟ min(ɼ,b), nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (b  ɻ) oprire; } 

Întoarce b 
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Alt exemplu (V) 

a = 3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[-ЊȟЊ] 

[-Њȟ3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = -Њ 

b = 3 

eval_min(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

b = Ð // valoarea curenta a nodului de tip min 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
b = min(b, eval_max(nô, ɻȟ min(ɼ,b), nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (b  ɻ) oprire; } 

Întoarce b 
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Alt exemplu (VI) 

a = 3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[-ЊȟЊ] 

[3,3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = 12 a = 8 

a = 3 

b = 3 

eval_max(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

a = -Ð // valoarea curenta a nodului de tip max 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
a = max(a, eval_min(nô, max(ɻ,a),  ɼ, nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (Á  ɼ) oprire; } 

Întoarce a 
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Alt exemplu (VII) 

a =3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[3ȟЊ] 

[3,3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a =12 a =8 

[3ȟЊ] 

Eval_min(C, 3ȟЊ, 1,Њ) 

b = 3 

a = 3 

b = Њ 

eval_min(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

b = Ð // valoarea curenta a nodului de tip min 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
b = min(b, eval_max(nô, ɻȟ min(ɼ,b), nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (b  ɻ) oprire; } 

Întoarce b 
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Alt exemplu (VIII) 

a =3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[3ȟЊ] 

[3,3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a =12 a =8 

[3ȟЊ] 

Eval_min(C, 3ȟЊ, 1,Њ) 

a = 2 

b = 2 Ò ɻ = 3  

a = 3 

b = 3 b = 2 

eval_min(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

b = Ð // valoarea curenta a nodului de tip min 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
b = min(b, eval_max(nô, ɻȟ min(ɼ,b), nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (b  ɻ) oprire; } 

Întoarce b 
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Alt exemplu (IX) 

a = 3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[3ȟЊ] 

[3,3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = 12 a = 8 

[3ȟЊ] 

Eval_min(C, 3ȟЊ, 1,Њ) 

a = 2 

b = 2 Ò ɻ = 3  

Eval_min(D, 3ȟЊ, 1,Њ) 

[3,7] 

a = 7 

b = 7 

a = 3 

b = 3 b = 2 

eval_min(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

b = Ð // valoarea curenta a nodului de tip min 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
b = min(b, eval_max(nô, ɻȟ min(ɼ,b), nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (b  ɻ) oprire; } 

Întoarce b 
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Alt exemplu (X) 

a = 3 

A 

B 

3 12 8 

D 

7 1 5 

C 

2 4 -1 

MAX 

MIN 

[3,3]  valoarea ´ntoarsŁ este 3 

[3,3] 

Eval_max(A, -ЊȟЊ, 0,Њ) 

Eval_min(B, -ЊȟЊ, 1,Њ) 

a = 12 a = 8 

[3ȟЊ] 

Eval_min(C, 3ȟЊ, 1,Њ) 

a = 2 

b = 2 Ò ɻ = 3  

Eval_min(D, 3ȟЊ, 1,Њ) 

[3,7] 

a = 7 a = 1 

b = 1 Ò ɻ = 3  

a = 3 

b = 3 b = 2 

eval_max(n, ɻȟ ɼ, nivel, limitŁ) 
DacŁ n este frunzŁ Întoarce cost(n) 

DacŁ (nivel Ó limita) Întoarce euristicŁ(n) // sunt limitat 

a = -Ð // valoarea curenta a nodului de tip max 

Pentru fiecare (nô Í succs(n)) { 
a = max(a, eval_min(nô, max(ɻ,a),  ɼ, nivel+1, limitŁ)); // propag 

DacŁ (Á  ɼ) oprire; } 

Întoarce a 
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ObservaἪii ɻ-ɼ 

 Reduce complexitatea minimax în cazul ideal de la  
 NumŁr_ramificŁrinumŁr_nivele la NumŁr_ramificŁrinumŁr_nivele/2 

 

 ConteazŁ foarte mult ordinea ´n care analizŁm 
mutŁrile! 
 Sortarea mutŁrilor dupŁ un criteriu dat nu este costisitoare 
comparativ cu costul exponenἪial al algoritmului. 

 

 Se folosesc euristici pentru a alege mutŁrile examinate 
mai întâi: 
 ex: la Ἠah se aleg ´nt©i mutŁrile in care se iau piese; 

 sau se aleg mai ´nt©i mutŁrile cu scor bun in parcurgeri 
precedente; 

 sau se aleg mutŁrile care au mai generat tŁieri. 
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ObservaἪii MINIMAX Ἠi ɻ-ɼ 

 Algoritmi de cŁutare ´n ad©ncime. 

 

 Pot cauza probleme când avem un timp 

limitŁ. 

 

 soluἪie posibilŁ IDDFS (cŁutare ´n 

ad©ncime mŁrind iterativ ad©ncimea 

maximŁ p©nŁ la care cŁutŁm). 
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Concluzii 

 Algoritmi cu complexitate foarte mare. 

 

SoluἪii euristice pentru limitarea 

complexitŁἪii. 

 

 Recomandabil sŁ se combine cu alte 

strategii ï baze de date cu poziἪii, 

pattern-matching. 


