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Algoritmul Bellman-Ford

-

e BellmanFord(G,s) // G=(V,E),s=sursa

Pentru fiecare v din V // initializari
o d[v] = eo;
e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distantadelaslas

Pentru idelalla|V|-1// pentru fiecare pas de la s spre V-s

e Pentru fiecare (u,v) din E // pentru arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate

o Daca d[v] > d[u] + w(u,v) atunci // se relaxeaza arcele corespunzatoare
. d[v]=d[u] + w(u,v);
- plvl=u;
Pentru fiecare (u,v) din E
o Daca d[v] > d[u] + w(u,v) atunci
\ o Eroare (“ciclu negativ”); /
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Exemplu Bellman-Ford (1)

-

e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init

o d[v] = «;

e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distanta
panalas

Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s
e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.

/I arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate

o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele
/I corespunzatoare

. d[v] =d[u] + w(u,v);
. Pp[v] =u;
Pentru fiecare (u,v) din E
o Dacad[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Exemplu Bellman-Ford (Il)

-

0 e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init

o d[v] = «;

e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distanta
panalas

Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s
e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.

/I arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate

o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele
/I corespunzatoare

d[1] =d[2] = d[3] =d[4] = d[5] = = - d[v] = d[u] + w(u,v);
d[5]=0 - plvl=u;
Pentru fiecare (u,v) din E
o Dacad[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Exemplu Bellman-Ford (lll)

-

6 e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init

o d[v] = «;

e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distanta
panalas

Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s
e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.

/I arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate
o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele
/I corespunzatoare

Pas 1: relaxare (5,1) si (5,2) . dm = d[u] + w(u,v);
d[1]=6, p[1]=5 o PvE e
dm — 7 2%4% -5 Pentru fiecare (u,v) din E
’ » Daca d[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Exemplu Bellman-Ford (1V)

-

e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init
o d[v] = «;
e p[v] = null;
d[s] = 0; // actualizare distanta
4 pc[slr]1é la s
Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s

e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.
/[ arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate

o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele

Pas 2: relaxare (1,2) si (1,3) ! Cg{jfg‘jﬂjffjvrgjiv);
d[2] =11, p[2] =1 . plv] = u;
d3]=2,p[3]=1 Pentru fiecare (u,v) din E
relaxare (4,2) » Daca d[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ d[2]=4, p[2] =4 o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Exemplu Bellman-Ford (V)

-

&0 e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init

o d[v] = «;

e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distanta
panalas

Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s

e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.
/[ arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate
o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele
/I corespunzatoare

. d[v] = d[u] + w(u,v);

Pas 3: relaxare (2,1)
di1] =2, p[1] =2 . p[v]=u;
Pentru fiecare (u,v) din E

o Dacad[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Exemplu Bellman-Ford (V1)

-

e BellmanFord(G,s)

Pentru fiecare v din V // init

o d[v] = «;

e p[v] = null;
d[s] = O; // actualizare distanta
panalas

Pentruidelalla|V|-1//pt
I fiecare pas de la s spre V-s
e Pentru fiecare (u,v) din E // pt.

/I arcele ce pleaca de la nodurile
/l deja considerate

o Daca d|v] > d[u] + w(u,v) atunci
/] se relaxeaza arcele

/I corespunzatoare
Pas 4: relaxare (1,3) . d[v] = d[u] + w(u,v):

df3]=-2,p[3] =1 - pM=u;
Pentru fiecare (u,v) din E
o Dacad[v] > d[u] + w(u,v) atunci J
\ o Eroare ("ciclu negativ”); /

-
P.~_______——————————__’
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Corectitudine Bellman-Ford (I)

-

e Lema 25.12: G = (V,E), w: E = R functie de cost
asociata; daca G nu contine ciclu de cost negativ
atunci dupa |V| - 1 iteratii ale relaxarii fiecarei muchii
avem d[v] = O(s,v) pentru ¥V v € R(S).

e Dem prin inductie:
Fie s = vy,vy...v, = uun drum minim in grafcu k = |V] - 1.

La pasul i va fi relaxata muchia v,_,,V;
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Corectitudine Bellman-Ford (ll)

\

| . . . . ]
e Demonstram ca in pasul i: d[v;] = d(s,Vv;) si se mentine pana |

. la sfarsit. |
: o P, (initializare) = d[s] = d[vy] = 0 = &(s,s) = d(s,V,) si conf. |
| Lema 25.5, relatia se mentine pana la sfarsit. I
I o P, 2P I
| Piq: d[vi4] = 0(s,vi4), !
| In pasul i se relaxeaza muchia (v, ,,v;), => conf. Lema !
| 25.7 =>d[vi] = d[viq] + (vi1,vi) = 0(s,Vig) + (ViuVig) = |
| o(s,v;). Conf. Lema 25.5, relatia se mentine pana la !
I sfarsit. I
| Cum i € (1,|V|-1) - relatia e adevarata pentru toate |
\ nodurile accesibile din s = d[v] = &(s,v), ¥ vV € R(s). //
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Corectitudine Bellman-Ford (lll)

-

e Teorema.G = (V,E), w: E > R functie de cost asociata.
Algoritmul Bellman-Ford aplicat acestui graf plecand din sursa
s nu returneaza EROARE daca G nu contine cicluri negative,
lar la terminare d[v] = 8(s,v) pentru V v € V. Daca G contine cel
putin un ciclu negativ accesibil din s, atunci algoritmul intoarce
EROARE.

e Dem: pe bazalemel 25.12.
Daca A ciclu negativ:
e d[v] =0(s,v) VV € R(Ss)
o d[v] =0(s,v) = =, V v ¢ R(s) (initializare)
e —> d[v] =d[u] + w(u,v) = nu se intoarce eroare (conf. Lema 25.3)

Daca 3 ciclu negativ = in cei |V| - 1 pasi se scad costurile
\ muchiilor, iar in final ciclul se mentine - Eroare y

P A " ham e e e e e mm e o o o e e e e -
Proiectarea Algoritmilor 2010

~



Optimizari Bellman-Ford

-

e Observatie!

Daca d[v] nu se modifica la pasul i atunci nu
trebuie sa relaxam niciuna din muchiile care
pleaca din v la pasuli+ 1.

=> pastram o coada cu varfurile modificate
(0 singura copie).
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Bellman-Ford optimizat

-

e BellmanFordOpt(G,s)

|
| Pentru fiecare vdinV
I o d[v] = =
e p[v] = null;
| e marcat|[v] = false; // marcam nodurile pentru care am facut relaxare
| e Q=0;/l coada cu prioritati
| d[s] = 0; marcat[s] = true; Introdu(Q,s);
Cat timp (Q 1= ©)
! e U= ExtrageMin(Q); marcat[u] = false; // extrag minimul
| e Pentru fiecare (u,v) din E
| o Daca d[v] > d[u] + w(u,v) atunci // relaxez arcele ce pleaca din u
| . d[v] =d[u] + w(u,v);
|
|

. p[v] =u;

. Daca (marcat[v] == false) {marcat[v] = true; Introdu(Q,v);}

~

\ e Observatie: nu mai detecteaza cicluri negative!

-
P.~_______——————————__’
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Complexitate Bellman-Ford

-

e cazul defavorabil:

: |
: |
I |
| :
| Pentruidelallal|V|-1 v ,
: Pentru fiecare (u,v) din E —  E l
: o Daca d__v] > d[u] + w(u,v) atunci O(VE) I
: . d[v] = d[u] + w(u,v); |
: - p[v] =u; |
: |
| ,'
\‘ /
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