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Problema 1

Se da un vector de numere intregi. Sa se parcurga vectorul pana la intalnirea
primului numar negativ si sa se afiseze numerele pare. Nu se garanteaza ca
vectorul contine un numar negativ.

a) Scrieti un algoritm care rezolva problema.

b) Calculati complexitatea exacta a algoritmului folosind metrica neomo-
gena (toate operatiile gi doar operatiile critice) si stabiliti clasa de com-
plexitate.

Rezolvare

Fie v vectorul dat la intrare si n lungimea acestuia. Consideram elementele
vectorului indexate incepand cu 1. Algoritmul este urmatorul:

Algoritm Cost Numar repetari
k=1 C1 1
while (v[k] >0) A (E<n) m
if (v[k]%2 ==0) then  ¢3 m—1
print v[k] C4 P
k=k+1 Cs m—1

In algoritmul de mai sus am folosit urmatoarele notatii suplimentare:



e m este pozitia In vector pe care apare primul numar negativ. Este
evident ca 1 < m < n+ 1. Cu alte cuvinte, nu se garanteaza ca apare
cel putin un numar negativ in vector.

e p este numarul de numere pare care apar inaintea primului numar ne-
gativ din vector. Este valabila relatia 0 < p < m. Cele doua numere
nu pot fi egale, pentru ca numarul de pe pozitia m este cel negativ care
cauzeaza oprirea algoritmului.

Complexitatea exacta folosind toate operatiile

Cazul cel mai defavorabil corespunde m = n+1sip = m —1 = n,
adica vectorul nu contine numere negative, iar toate elementele vectorului
sunt pare. Pentru acest caz, numarul de operatii va fi:

Cln) = ca+mea+ (m—1)es+pes+ (m—1)es
= ¢+ (n+1)cg + neg + ney + nes
= (a+cz+cg+c)n+(c+ )
= O(n)

Cazul cel mai favorabil corespunde unui vector care are pe prima
pozitie un numar negativ, astfel ca nu se tipareste nimic si bucla while nu
se executa. Matematic, conditiile sunt m = 1 gi p = 0. Numarul de operatii
va fi:

Cln) = cg+mea+ (m—1)cz3+peg+ (m—1)es
= ¢+c+0+0+0
= 1+

— 0(1)

Cazul mediu corespunde urmatoarei situatii (din moment ce nu ni s-a
specificat o distributie a elementelor):

e primul numar negativ apare la jumatatea vectorului, deci m = [%}

e in prima jumatate a vectorului, jumatate dintre elemente sunt pare:
p=3]=1il

Atentie: Am folosit notatia [x] pentru |z| sau [z].
Costul in aceasta situatie va fi:



Cn) = c+mea+ (m—1)cs+pey+ (m—1)cs

n
= atgoat(z-Yatiat(3-1)s

C C C C C C
= (Z+3+5+ P n+(a-2-2)

2 4 2
= O(n)

Complexitatea exacta folosind operatiile critice

Pentru cazul cel mai defavorabil, operatiile din bucla while sunt cele
critice. Deci,

Cn) = (m—1)cg+pcy+ (m—1)cs
nes + ney + nes
(cs+cy+c5)n

= O(n)

In cazul cel mai favorabil, operatiile din bucla while nu se executa
niciodata, lasand initializarea si conditia buclei drept operatii critice. Costul
va fi:

C(n) = 1+
O(1)

Pentru cazul mediu, consideram drept operatii critice testul de paritate
si incrementarea contorului k. Rezulta:

Cin) = (m—1)cg+ (m—1)cs
= (G-Y)ar(G-1)e
- e (33

= n)

Observatie: am fi putut alege drept operatie critica si tiparirea, pentru

ca ea se repeta, in cazul mediu, de [ﬂ ori, deci numarul de repetari este tot

liniar in n.



Problema 2

Sa se demonstreze urmatoarele relatii:
a) n> —n=0(n)
b) n? —n # o(n)
c) n® —n?=0(n?

d) f(n)=0(g(n)) < g(n) = Q(f(n))
e) f(n) = O(g(n)) < { ;W = O(g(n))

Rezolvare

Pentru a demonstra relatiile vom utiliza definitiile si proprietatile elementare
prezentate la curs.

a) O(g(n)) = {f:N* = R |[3c € R:,3ng € N*, f(n) < cg(n),Vn > no}
Deci, pentru a demonstra apartenenta functiei n? —n la clasa de com-
plexitate O(n?), este suficient sa gasim o pereche (c,ng) care verifica
relatia.

n? —n<en?Vn>ny &

(c—1)n*+n>0,Yn > ng
Fixam ¢ = 1. Relatia devine
n>0,Yn > ny
Deci pentru ¢ = 1 si ng = 1, relatia este verificata.

b) Pentru a demonstra relatia, folosim proprietatea

f(n)

f(n) = o(g(n)) = lim on) 0
Dar )
lim "

n—oo n2



Deci egalitatea initiala nu este verificata.
Altfel, folosind definitia:
Trebuie si ardtdm cd Ve € R, 3ng € N*, en? — n < n?,Vn > ny.

Fie ¢ = % Relatia de demonstrat devine:
* 1 2
EInOEN,—ﬁn +n>0,Vn >ng

Pentru ca n este pozitiv si nenul, putem imparti relatia prin el, pastrand
sensul inegalitatii:

1
Hno € N*,—§n+ 1 > O,Vn > o

Relatia la care am ajuns este falsa, deoarece functia liniara din stanga
inegalititii tinde la —oo. In concluzie, am demonstrat ci existd o
constanta ¢ pentru care nu putem gasi un ng care satisface relatia de
apartenentd la multimea o(n?).

O(g(n)) = {f:N"=R}|Fc1,c; € RY,3ng € N7,
c1g(n) < f(n) < cag(n),¥n > ng}

Inegalitatea dubla se transforma in doua inegalitati care trebuie verifi-
cate simultan:

(et —1)n3+n?<0
>
{(02—1)n3+n2>0 V2 o
(r—1)n+1<0
>
< {(02—1)n+1>0 V2 o

Alegem ¢y si ¢y astfel incat functiile din stanga semnului de inegalitate
sa fie prima descrescatoare, iar cea de-a doua crescatoare. Fie ¢; = 0.5
si co = 2. Relatiile devin:

>vn Z No

—05m+1<0
n+1>0

Pentru ng = 2, inegalitatile se verifica si relatia initiala este demon-
strata.



d)
f(n) =0(g9(n)) & Jc € R, 3ng € N*, f(n) < cg(n)| : ¢
& deeRY,Ing € N, %f(n) < g(n)¥n > ny
< g(n) =Qf(n))

Deci exista ¢ = % € R% si ng = ng € N* care verifica relatia pentru
apartenenta la clasa de complexitate 2.

NB: impér‘girea prin ¢ fara a schimba sensul inegalitatii este posibila
datorita ¢ > 0.

NB: Demonstratia se bazeaza pe implicatii duble, pentru ca nu face
apel decat la matematica elementara.

e) Implicatia directa:
f(n) = 6(g(n))
= dei, e € Ry, 3Ing € N¥ cig(n) < f(n) < cag(n), ¥n > ng

<
= dey, e € RY, 3Ing € N, { agn) < f(n) Vn > ng

f(n) < cag(n)
- {1 =2

Implicatia inversa:

{ f(n) =0(g(n))
f(n) =Q(g(n))
{ Je; € RY, Ingr € N, f(n) < c1g(n), Vn > npy
Je, € RY, Inge € N*, cag(n) (
= dei, 0 € R, 3ng € N, cag(n)

= [f(n) =6(g(n))

In demonstratia de mai sus, am notat ng = maX(nm, nog).



