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Capitolul 1

STRUCTURI DE DATE SI TIPURI DE DATE ABSTRACTE

1.1 STRUCTURI DE DATE FUNDAMENTALE

Gruparea unor date sub un singur nume a fost necesard incd de la Tnceputurile programarii
calculatoarelorPrima structurd de date folosita a fost structura de vector (tabel),tétilizaperatiile
de sortare (de ordonare) a colectiilor si prezenta in primele limbaje de programare pentru aplicatii
numerice (Fortran si Basic).

Un vector este o colectie de date de acelasi tip, Th care elementele colectiei sunt identificate prin
indici ce reprezinté pozitia relativa a fiecarui element in vector.

La inceput se puteau declara si utiliza numai vectori cu dimensiuni fixe, stabilite la scrierea
programului si care hu mai puteau fi modificate la executie.

Introducerea tipurilor pointer siacarii dinamice de memorie in limbajele Pascal si C a permis
utilizarea de vectori cu dimensiuni stabilite si/sau modificate in cursul executiei programelor.

Gruparea mai multor date, de tipuri diferite,fotr si ngur « enti t atoeg,d on umint «
Pascal sau fAstructur«d6 “"n C a permis definirea
utilizarea unor date dispersate in memorie, dar legate prin pointeri : liste Tnlantuite, arbori si altele.
Astfel de colectii se pot extinde dinamic péisura necesitétilor si permit un timp mai scurt pentru
anumite operatii, cum ar fi operatia de eliminare a unei valori-dintiectie.

Limbajul C asigura structurile de date fundamentale (vectori, pointeri, structuri ) si posibilitatea
combinérii acetora in noi tipuri de date, care pot primi si nume sugestive prin dectypedef.

Dintr-o perspectiva independenta de limbajele de programare se pot considera ca structuri de date
fundamentale vectorii, listele Tnl@ntuite si arborii, fiecare ceridd variante de implementare. Alte
structuri de date se pot reprezenta prin combinatii de vectori, liste inlantuite si arbori. De exemplu, un
tabel de dispersie (AHash tabled) este realizat
de elemente sinonime). Un graf se reprezintd deseori printvector de pointeri la liste Tnlantuite
(liste de adiacente), sau prigtmmatrice (un vector de vectori in C).

1.2CLASIFICARI ALE STRUCTURILOR DE DATE

O structurd de date este caract#td prin relatiile dintre elementele colectiei si prin operatiile
posibile cu aceasta colectid.iteratura de specialitate actuald identificd mai multe feluri de colectii
(structuri de date), care pot fi clasificate dupa céateva criterii.

Un criteriu declasificare foloseste relatiile dintre elementele colectiei:

- Colectii liniare (secvente, liste), in care fiecare element are un singur succesor si un singur
predecesor;

- Colectii arborescente (ierarhice), In care un element poate avea mai multiosu@dgsdar un

singur predecesor (parinte);

- Colectii neliniare generale, in care relatiile dintre elemente au forma unui graf general (un element
poate avea mai multi succesori si mai multi predecesori).

Un alt criteriu grupeaza diferitele colectiuph rolul pe care il au n aplicatii si dupa operatiile
asociate colectiei, indiferent de reprezentarea in memorie, folosind notiunea de tip abstract de date:

- Structuri de cautare (multimi si dictionare abstracte);
- Structuri de pastrare temporaréagelor (containere, liste, stive, cozi s.a.)
Un alt criteriu poate fi modul de reprezentare a relatiilor dintre elementele colectiei:
- Implicit, prin dispunerea lor in memorie (vectori de valori, vectori de biti, heap);
- Explicit, prin adrese de legéf (pointeri).
Dupa numarul de aplicatii in care se folosesc putem distinge ntre:
- Structuri de date de uz general ;
- Structuri de date specializate pentru anumite aplicatii (geometrice, cu imagini).
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Organizarea datelor pe suport extern ( a fisiersidbazelor de date) prezintd asemanari dar si
diferente faté de organizarea datelor in memoria interna, datorité particularitatilor de acces la discuri
fatd de accesul la memoria interné.

Un fisier secvential corespunde oarecum unui vector, un fisigorolerietati este in fond un
dictionar si astfel de paralele pot continua. Pe suport extern nu se folosesc pointeri, dar se pot folosi
adrese relative in fisiere (ca numér de octeti fatd de inceputul fisierului), ca in cazul fisierelor index.

Ideea unor dat dispersate dar legate prin pointeri, folosita la liste si arbori, se foloseste mai rar
pentru fisiere disc pentru ca ar necesita acces la articole neadiacente (dispersate in fisier), operatii care
consuma timp pe suport extern. Totusi, anumite struatbrescente se folosesc si pe disc, dar ele
tin seama de specificul suportului: arborii B sunt arbori echilibrati cu un numéar mic de noduri si cu
numar mare de date Tn fiecare nod, astfel ca sa se faca cat mai putine citiri de pe disc.

Salvarea unor gicturi de date interne cu pointeri Hutin fisier disc se numeste serializare, pentru
ca n fisier se scriu numai date (Hotordine prestabilitd), nu si pointeri (care au valabilitate numai pe
durata executiei unui program). La incarcarea in memoridedodalin fisier se poate reconstrui o
structura cu pointeri (in general alti pointeri la o altd executie a unui program ce foloseste aceste date).

Tot pe suport extern se practicd si memorarea unor colectii de date fara o structurd internd (date
nestructuate), cum ar fi unele fisiere multimedia, mesaje transmise pmaik documente, rapoarte
s.a. Astfel de fisiere se citesc integral si secvential, fara a necesita operatii de cautare in fisier.

1.3TIPURI ABSTRACTE DE DATE

Un tip abstract de dateste definit numai prin operatiile asociate (prin modul de utilizare), fara
referire la modul concret de implementare (cu elemente consecutive sau cu pointeri sau alte detalii de
memorare).

Pentru programele nebanale este utilda o abordare in (cel putéethpe:

- 0 etapa de conceptie (de proiectare), care include alegerea tipurilor abstracte de date si algoritmilor
necesari;

- 0 etapa de implementare (de codificare), care include alegerea structurilor concrete de date, scrierea
de cod si folosirea wm functii de biblioteca.

In faza de proiectare nu trebuie stabilite structuri fizice de date, iar aplicatia trebuie gandita n
tipuri abstracte de date. Putem decide ca avem nevoie de un dictionar si nu de un tabel de dispersie,
putem alege o coada cugitdti abstractd si nu un vector heap sau un arbore ordonat, s.a.m.d.

In faza de implementare putem decide ce implementéri alegem pentru tipurile abstracte decise n
faza de proiectare. Ideea este de a separa interfata (modul de utilizare) de impdememtiaanumit
tip de colectie. In felul acesta se reduc dependentele dintre diferite pérti ale unui program si se
faciliteaz& modificérile care devin necesare dupa intrarea aplicatiei in exploatare.

Conceptul de tip abstract de date are un corespondent th limbajele orientate pe obiecte, si
anume o claséa abstracta sau o interfata. In limbajul C putem folosi acelasi nume pentru tipul abstract
si aceleasi nume de functii; Tnlocuirea unei implementéri cu alta poate insemna un alt fisier antet (cu
definirea tipului) si o altd biblioteca de functii, dar fard modificarea aplicatiei care foloseste tipul
abstract. Un tip de date abstract poate fi implementat prin mai multe structuri fizice de date.

Trebuie spus cé nu existd un set de operatii unanim ategantru fiecare tip abstract de date, iar
aceste diferente sunt uneori mari, ca in cazul tipului abstract "listd" (asa cum se pot vedea comparand
bibliotecile de clase din C++ sidin Java).

Ca exemplu de abordare a unei probleme in termeni de &ipstiacte de date vom considera
verificarea formal « a unui fisier XML “"n sensul
urmeaza ilustreaza o utilizare corecta si apoi o utilizare incorectad a marcajelor:

<stud>
<nume>POPA</nume>
<prenume>lON</prenume>
<medie> 8.50</medie>
</stud>
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<stud><nume>POPA<prenume> ION </nume> </prenume> <medie>8.50</medie>

Pentru simplificare am eliminat marcajele singulare, de forma <tag/>.

Algoritmul de verificare a unui fisier XMLdac est e corect f or mat fol os
(Astacko) ae dtivid didcare mareap de inCeput (<stud>, <nume>,...), iar la citirea unui
marcaj de sfarsit (</stud>, </nume>,...) verifica daca in varful stivei este marcajul de rereotie
si 1l scoate din stiva :

initializare stiva
repeta pana la sfarsit de fisier
extrage urmatorul marcaj
daca marcaj de inceput
pune marcaj in stiva
daca marcaj de sfarsit
daca n varful stivei este perechea lui
scoate marcajul din varful stivei
altfel
eroare de utilizare marcaje
daca stiva nu e goala
eroare de utilizare marcaje

In aceasta faza nu ne intereseaza daca stiva ebratéeaa vector sau ca listd inlantuitd, daca ea
contine pointeri generici sau de un tip particular.

Un alt exemplu este tipul abstract Amul ti meod,
operatie specifica verificarea apartenentei unei véoo multime (deci o cautare Tn multime dupa
valoare ). In plus, existd operatii generale cu orice colectie : initializare, addugare element la o
colectie, eliminare element din colectie, afisare sau parcurgere colectie, s.a. Multimile se pot
implementaprin vectori de valori, vectori de biti, liste Tnlantuite, arbori binari si tabele de dispersie
(Ahashod)

In prezent sunt recunoscute céteva tipuri abstracte de date, definite prin operatiile specifice si
modul de utilizare: multimi, colectii de multimigjuncte, liste generale, liste particulare (stive,cozi),
cozi ordonate (cu prioritati), dictionare. Diferitele variante de arbori si de grafuri sunt uneori si ele
considerate ca tipuri abstracte.

Aceste tipuri abstracte pot fi implementate prin catexacsiri fizice de date sau combinatii ale
lor: vectori extensibili dinamic, liste Tnlantuite, matrice, arbori binari, arbori oarecare, vectori "heap",
fiecare cu variante.

Conceperea unui program cu tipuri abstracte de date permite modificarea impleémelaétiei
abstracte (din motive de performantd, de obicei), fard modificarea restului aplicatiei.

Ca exemplu de utilizare a tipului abstract dictionar vom considera problema determinarii
frecventei de aparitie a cuvintelor Hun text. Un dictionar este colectie de perechi cheialoare, in
care cheile sunt unice (distincte). In exemplul nostru cheile sunt siruri (cuvinte), iar valorile asociate
sunt numere intregi ce aratd de cate ori apare fiecare cuvant in fisier.

Aplicatia poate fi descrisa astfel

initializare dictionar
repetd pana la sfarsit de fisier
extrage urméatorul cuvant
daca cuvantul exista Tn dictionar
aduna 1 la numarul de aparitii
altfel
pune in dictionar cuvant cu numar de aparitii 1
afisare dictionar

Implementarea dictionarului de cuvinte se poate face pimtabel hash daca fisierele sunt foarte
mari si sunt necesare multe cautari, sau ptntrarbore binar de cautare echilibrat daca se cere
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afisarea sa numai in ordinea cheilor, sau printivecto (sau doi vectori) dacd se cere afisarea sa
ordonatd si dupa valori (dupd numarul de aparitii al fiecarui cuvant).

Existenta unor biblioteci de clase predefinite pentru colectii de date reduce problema
implementarii structurilor de date la alegerea dtaseelor mai adecvate pentru aplicatia respectiva si
conduce la programe compacte si fiabile. "Adecvare" se refera aici la performantele cerute si la
particularitétile aplicatiei: daca se cere mentinerea colectiei in ordine, dacé se fac multe caatari, dac
este o colectie statica sau volatila, etc.

1.4EFICIENTA STRUCTURILOR DE DATE

Unul din argumentele pentru studiul structurilor de date este acela ca alegerea unei structuri
nepotrivite de date poate influenta negativ eficienta unor algoritmi, &aalegerea unei structuri
adecvate poate reduce memoria ocupata si timpul de executie a unor aplicatii care folosesc intens
colectii de date.

Un bun exemplu este cel al structurilor de date folosite atunci cand sunt necesare cautari frecvente
intr-o coledie de date dupa continut (dupd chei de cautare); cautaramingctor sau o lista

nl «ntuit« este ineficient« pentru un volum mar
tabled), arbori d e ¢ « u tctri optimgatehpéntru operati tlei cautar@.r b or i E

Alt exemplu este cel al algoritmilor folositi pentru determinarea unui arbore de acoperire de cost
minim al unui graf cu costuri, care au o complexitate ce depinde de structurile de date folosite.

Influenta degerii structurii de date asupra timpului de executie a unui program sta si la baza
introducerii tipurilor abstracte de date: un program care foloseste tipuri abstracte poate fi mai usor
modificat prin alegerea unei alte implementari a tipului abstrakisifp pentru Tmbunétatirea
performantelor.

Problema alegerii unei structuri de date eficiente pentru un tip abstract nu are o solutie unica, desi
existd anumite recomandari generale in acest sens. Sunt mai multi factori care pot influenta aceasta
alegeresi care depind de aplicatia concreta.

Astfel, o structurd de cautare poate sau nu sa pastreze si o anumitd ordine intre elementele
colectiei, ordine cronologica sau ordine determinata de valorile memorate. Daca nu conteazé ordinea
atunci un tabel de dispr si e (fihasho) este alegerea potrivit «
atunci un arbore binar cu autoechilibrare este o alegere mai bund, iar daca trebuie péstrata ordinea de
introducere n colectie, atunci un tabel hash completat cu o lista estedéai bun.

In general un timp mai bun se poate obtine cu pretul unui consum suplimentar de memorie; un
pointer in plus la fiecare element duatrlistd sau dintun arbore poate reduce durata anumitor
operatii si/sau poate simplifica programarea lor.

Frecventa fiecarui tip de operatie poate influenta de asemenea alegerea structurii de date; daca
operatiile de stergere a unor elemente din colectie sunt rare sau lipsesc, atunci un vector este
preferabil unei liste Tnlantuite, de exemplu. Pentru graflegerea intre 0 matrice de adiacente si o
colectie de liste de adiacente tine seama de frecventa anumitor operatii cu graful respectiv; de
exemplu, obtinerea grafului transpus sau a grafului dual se face mai repede cu o matrice de adiacente.

In fine, dmensiunea colectiei poate influenta alegerea structurii adecvate: o structurd cu pointeri
(liste de adiacente pentru grafuri, de exemplu) este buna pentru o colectie cu nhumar relativ mic de
elemente si care se modifica frecvent, iar o structurd cu aslnesesive (o0 matrice de adiacente, de
exemplu) poate fi preferabilda pentru un numéar mare de elemente.

Eficienta unei anumite structuri este determinata de doi factori: memoria ocupata si timpul necesar
pentru operatiile frecvente. Mai des se folosestené&n u | de Acompl exitateo
Acompl exitate temporal «0 si Afcompl exitate spatia

Operatiile asociate unei structuri de date sunt algoritmi, mai simpli sau mai complicati, iar
complexitatea lor temporald este estimata prin notatia O(f(n)) gprand rata de crestere a timpului
de executie in raport cu dimensiunea n a colectiei pentru cazul cel mai nefavorabil.

Complexitatea temporald a unui algoritm se estimeaz& de obicei prin timpul maxim necesar in
cazul cel mai nefavorabil, dar se potite seama si de timpul mediu si/sau de timpul minim necesar.

Pentru un algoritm de sortare in ordine crescétoare, de exemplu, cazul cel mai defavorabil este ca
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datele s« fie ordonate descresc«tor (saeaa cresc«

unui vector de numere generate aleator, iar cazul minim al unui vector deja ordonat.

In general, un algoritm care se comportd mai bine in cazul cel mai nefavorabil se comportd mai
bine si in cazul mediu, dar exista si exceptii de la aceast@regui este algoritmul de sortare rapida
QuickSort, care este cel mai bun pentru cazul mediu (ordine oarecare in lista initiald), dar se poate
comporta slab pentru cazul cel mai nefavorabil (functie si de modul de alegere a elementului pivot).

Pentru asimplifica compararea eficientei algoritmilor se apreciaza volumul datelor de intrare
printr-un singur numar intreg N, desi nu orice problema poate fi complet caracterizatd de un singur
numar. De exemplu, in problemele cu grafuri conteaza atat numamobde din graf cat si numarul
de arce din graf, dar uneori se considera doar numarul arcelor ca dimensiune a grafului (pentru cele
mai multe aplicatii reale numarul de arce este mai mare ca numarul nodurilor).

O alta simplificare folosita Tn estimareansplexitétii unui algoritm considera ca toate operatiile de
prelucrare au aceeasi durata si cad putem numéara operatii necesare pentru obtinerea rezultatului fara sa
ne intereseze natura acelor operatii. Parte din aceastd simplificare este si aceea ddteleate
prelucrate se afla in memoria interna si ca necesita acelasi timp de acces.

Fiecare algoritm poate fi caracterizat pratfunctie ce exprima timpul de rulare in raport cu
dimensiunea n a problemei; aceste functii sunt mai greu de exprimatgfortnuld si de aceea se
lucreaza cu limite superioare si inferioare pentru ele.

Se spune céa un algoritm are complexitatea de ordinul lui f(n) si se noteazad O(f(n)) daca timpul de
executie pentru n date de intrare T(n) este marginit superior déafé(mytastfel:

T(n) = O(f(n)) daca T(n)<=k*f(n) pentruorice n>n0
unde k este o constanta a carei importantd scade pe masuré ce n creste.

Relatia anterioard spune ca rata de crestere a timpului de executie a unui algoritrmap@r icu
dimensiunea n a problemei este inferioara ratei de crestere a functiei f(n). De exemplu, un algoritm de
complexitate O(n) este un algoritm al carui timp de executie creste liniar (direct proportional) cu
valoarea lui n.

Majoritatea algoritmilor tilizati au complexitate polinomiala, deci f(n) £ tUn algoritm liniar are
complexitate O(n), un algoritm pAtratic are complexitate’@m algoritm cubic are ordinul Ojn
s.a.m.d.

Diferenta in timpul de executie dintre algoritmii de diferitenptexitati este cu atat mai mare cu
cat n este mai mare. Tabelul urmator aratd cum creste timpul de executie in raport cu dimensiunea
problemei pentru cateva tipuri de algoritmi.

n O(log(n)) O(n) O(n*log(n)) Ot  O() O

10 23 10 23 100 1000 10e3
20 3.0 20 60 400 8000 10e6
30 34 30 102 900 2700010e9

40 3.7 40 147 1600 64000 10e12
50 3.9 50 195 2500 125000 10e15

Complexitatea unui algoritm este deci echivalentd cu rata de crestereuduitiohgp executie Tn
raport cu dimensiunea problemei.

Algoritmii O(n) si O(n log(n)) sunt aplicabili si pentru n de ordinuf.1@lIgoritmii O(n*) devin
nepracticabili pentru n >20algoritmii O(n!) nu pot fi folositi pentru n > 20, iar algoritmii G{Zwnt
inaplicabili pentru n >40.

Cei mai buni algoritmi sunt cei logaritmici, indiferent de baza logaritmului.

Daca durata unei operatii nu depinde de dimensiunea colectiei, atunci se spune ca acea operatie are
complexitatea O(1); exemple sunt operatiilertteoducere sau de scoatere din stiva, care opereaza la
varful stivei si nu depind de adancimea stivei. Un timp constant are si operatia de apartenentd a unui
element la o multime realizatd ca un vector de biti, deoarece se face un calcul pentru determina
pozitiei elementului cautat si o citire a unui bit (nu este o cautare prin comparatii repetate).

Operatiile de cdutare secventiald Jitr vector neordonat sau warlistd Tnl@ntuitd au o duratd
proportionalé@ cu lungimea listei, deci complexitate 3@ liniara.
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Cautarea binard intm vector ordonat si cdutarea fatr arbore binar ordonat au o complexitate
logaritmica de ordinul O(log), deoarece la fiecare pas reduce numarul de elemente cercetate la
jumatate. Operatiile cu vectori heap si @idiskip au si ele complexitate logaritmica (logaritm de 2).

Cu cat dimensiunea colectiei n este mai mare, cu atat este mai mare castigul obtinut prin cautare
logaritmica Tn raport cu cautarea liniara.

Cautarea Tntun arbore ordonat are o duratd promovéla cu inéltimea arborelui, iar Tndltimea este
minima Tn cazul unui arbore echilibrat si are valoareanlog , unde O6nd6 este nNnum«r
arbore. Deci complexitatea operatiei de cautare-uimtrarbore binar ordonat si echilibrat este
logaritmicain raport cu numarul de noduri (cu dimensiunea colectiei).

Anumite structuri de date au ca specific existenta unor operatii de duratd mare dar care se executa
relativ rar: extinderea unui vector, restructurarea unui arbore, s.a. Dacad am lua duratapesstor
drept cazul defavorabil si am insuma pe toate operatile am obtine rezultate gresite pentru
complexitatea algoritmilor de adaugare elemente la colectie. Pentru astfel de cazuri devine importanta
analiza amortizatd a complexitatii unor secventeopleratii, care nu este neaparat egald cu suma
complexitatilor operatiilor din secventd. Un exemplu simplu de analizd amortizatd este costul
adaugarii unui nou element la sfarsitul unui vector care se extinde dinamic.

Fie C capacitatea momentané a unuitmedinamic. Daca numarul de elemente din vector N este
mai mic ca C atunci operatia de addugare nu depinde de N si are complexitatea O(1). Daca N este egal
cu C atunci devine necesard extinderea vectorului prin copierea celor C elemente la noua adresa
obtinuté. In caz ca se face o extindere cu un singur element, la fiecare addugare este necesara copierea
elementelor existente Tn vector, deci costul unei operatii de adaugare este O(N).

Daca extinderea vectorului se va face prin dublarea capacitétii salel abpierea celor C
elemente se va face numai dupé inca C/2 adaugéri la vectorul de capacitate C/2. Deci durata medie a
C/2 operatii de adaugare este de ordinul 3C/2, adicd O(C). In acest caz, cand timpul total a O(N)
operatii este de ordinul O(N) vom spca timpul amortizat al unei singure operatii este O(1). Altfel
spus, durata totald a unei secvente de N operatii este proportionald cu N si deci fiecare operatie este
o(1).

Aceast « metod« de analiz« amort i zaculeaziduecost u me st
Afagregato pe o secvent« de operatii si se raport

Prin extensie se vorbeste chiar de structuri de date amortizate, pentru care costul mare al unor
operati. cu frecvent «atamelodake opeeatii./Eatenvorbat de gtractud caie p e
se reorganizeaza din cand Tn cand, cum ar fi tabele de dispersie (reorganizate atunci cand listele de
coliziuni devin prea lungi), anumite variante de heap (Fibonacci, binomial), arbori scapegoat
(reomanizati cand devin prea dezechilibrati) , arbori Splay (reorganizati numai cand elementul accesat
nu este deja in radacina), arbori3 i arbori B (reorganizati cand un nod este plin dar mai trebuie
adaugaté o valoare la acel nod), s.a.

Diferentele ditre costul mediu si costul amortizat al unor operatii pe o structuré de date provin din
urmatoarele observatii:

- Costul mediu se calculeaza ca medie pe diferite intrari (date) si presupune ca durata unei operatii
(de adaugare de exemplu) nu depindepiatiile anterioare;

- Costul amortizat se calculeaza ca medie pe o secventd de operatii succesive cu aceleasi date, iar
durata unei operatii depinde de operatiile anterioare.
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Capitolul 2
PROGRAMAREA STRUCTURILOR DEDATE IN C

2.1IMPLEMENTA REA OPERATIILOR CU STRUCTURI DE DATE

Operatiile cu anumite structuri de date sunt usor de programat si de aceea pot fi rescrise n
aplicatiile care le folosesc, pentru a tine seama de tipul datelor sau de alte particularitati ale aplicatiei.
Din aceata categorie fac parte vectori, matrice, stive, cozi, liste inléntuite simple si chiar arbori
binari fara reechilibrare.

Pentru alte structuri operatiile asociate pot fi destul de complexe, astfel ca este preferabil s& gasim
o biblioteca sau surse caretfi adaptate rapid la specificul aplicatiei. Din aceasta categorie fac parte
arborii bi nar.i cu autoechilibrare, tabele de di s

Biblioteci generale de functii pentru operatii cu principalele stinicle dateexistd numai pentru
limbajele orientate pe obiecte (C++, C#, Java). Pot fi gasite Thsa si biblioteci C specializate cum este
LEDA pentru operatii cu grafuri.

Limbajul de programare folosit in descrierea si/sau Tn implementarea operatiilgectii de date
poate influenta mult claritatea descrierii si lungimea programelor. Diferenta cea mai importantd este
ntre limbajele procedurale (Pascal si C) si limbajele orientate pe obiecte (C++ si Java).

Limbajul folosit in acest text este C dar lsnexemple folosesc parametri de tip referinta tn functii
(declarati cu "tip &"), care sunt un imprumut din limbajul C++.

Uilizarea tipului referintd permite simplificarea definirii si utilizarii functiilor care modifica
continutul unei structuri de datéefinite printrun tip structura. In C, o functie nu poate modifica
valoarea unui argument de tip structurd decat daca primeste adresa variabilei ce se modifiga, printr
argument de un tip pointer. Exemplul urmétor foloseste o structurd care reuneséctor Si
dimensiunea sa, iar functiile utilizeaza parametri de tip pointer.

#define M 100 /I dimensiune maxima vectori
typedef struct { /I definire tip Vector
int vec[M];
int dim; /I dimensiune efectiva vector
} Vector,;
/I operatii cu vectori
void initV (Vector * pv) { /I initializare vector
pv—dim=0;

void addV ( Vector * pv, int x) { // adaugare la un vector
pv—vec[pv—>dim]=x;
pv—>dim ++;

}

void printV ( Vector v) { /I afisare vector
for (int i=0; i< v.dim;i++)
printf ("%d ", v.vec[i]);

printf(*\n");
}
int main() { /I utilizare operatii cu vectori
int x; Vector v;
initV ( &v); /I initializare vector
while (scanf("%d",&x) = EOF)
addV ( &v,x); /I adaugari repetate
printV (v); /I afisare vector

}
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Pentru o utilizare uniforma a functiilor si pentru eficientd am putea folosi argumente pointer si
pentru functiile care nu modific« vectorul (de e

In C++ si in unele variante de C se pot folosi parandritip referintd, care simplificd mult
definirea si utilizarea de functii cu parametri modificabili. Un parametru formal referintd se declara
folosind caracterul 6&6 " ntre tipul S i numel e pc¢
foloseste la fel ca un parametru de acelasi tip (transmis prin valoare). Parametrul efectiv care va
Tnlocui un parametru formal referintd poate fi orice hume de variabilda (de un tip identic sau
compatibil). Exemple de functii din programul anterior cu paramefierinta:

void initV (Vector & v) {
v.dim=0;

}
void addV ( Vector & v, int x) {
v.vec[v.dim]=x; v.dim ++;

void main() { /I utilizare functii cu parametri referinta
int x; Vector v;
initV ( v);
while (scanf("%d",&x) != EOF)
addV ( v,x);
printV (v);
}

In continuare vom folosi parametri de tip referintd pentru functiile care trebuie sa modifice valorile
acestor parametri. In felul acesta utilizarea functiilor este uniformd, indiferent dacé ele modifica sau
nu variabila colecti@rimitd ca argument.

In cazul vectorilor sunt posibile si alte solutii care sa evite functii cu argumente modificabile (de
ex. memorarea lungimii la inceputul unui vector de numere), dar vom prefera solutile general
aplicabile oricarei colectii de date.

O altd alegere trebuie facuta pentru functiile care au ca rezultat un elementabtectie: functia
poate avea ca rezultat valoarea elementului sau poate fi deidiar valoarea sa fie transmisa n
afara printrun argument de tip referintd sau mer. Pentru o functie care furnizeaza elementul (de un
tip T) dintr-o pozitie datd a unui vector, avem de ales intre urmatoarele variante:

T get ( Vector & v, int k); /I rezultat obiectul din pozitia k
void get (Vector& v, int k, T & x); // extrage din pozitia k a lui v in x
int get (Vector& v, int k, T & x); /I rezultat cod de eroare

unde T este un tip specific aplicatiei, definit cu "typedef".

Alegerea intre prima si ultima variantd este oarecum subiectiva si influentata de limbajul utilizat.

O alternativa la functiile cu parametri modificabili este utilizarea de variabile externe (globale)
pentru colectiile de date si scoaterea acestor colectii din lista de argumente a subprogramelor care
opereaza cu colectia. Solutia este posibila deseorretmaulte aplicatii folosesc o singura colectie
de un anumit tip (o singurd stiva, un singur graf) si ea se intalneste in textele mai simple despre
structuri de date. Astfel de functii nu pot fi reutilizate Tn aplicatii diferite si nu pot fi introduse n
biblioteci de subprograme, dar variabilele externe simplificA programarea si fac mai eficiente functiile
recursive (cu mai putini parametri de pus pe stiva la fiecare apel).

Exemplu de utilizare a unui vector ca variabila externa:

Vector a; /I variabila externa
void initV() {
a.dim=0;
void addV (int x) { /I adaugare la vectorul a

a.vec[a.dim++]=x;

}
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/I utilizare operatii cu un vector
void main() {

int x; initv (); /l'initializare vector a
while (scanf("%d",&x) != EOF)

addV (x); /I adauga la vectorul a
printV (); /I afisare vector a

}

Functiile de mai sus pot fi folosite nhumai Hiim program care lucreaza cu un singur vector,
declarat ca variabild externd cu numele "a". Daca progrémedeste mai multi vectori, functiile
anterioare nu mai pot fi folosite. In general se recomanda ca toate datele necesare unui subprogram si
toate rezultatele sa fie transmise prin argumente sau prin numele functiei.

Majoritatea subprogramelor care iigahza operatii cu o structurd de date se pot termina anormal,
fie din cauza unor argumente cu valori incorecte, fie din cauza stéarii colectiei; de exemplu, incercarea
de adaugare a unui nou element la un vector plin. In absenta unui mecanism de &eateiitor
program (cum sunt cele din Java si C++), solutile de raportare a acestei conditii de cétre un
subprogram sunt :

- Terminarea intregului program dupa afisarea unui mesaj, cu sau fara utilizarea lui "assert" (pentru
erori grave dar putin probiéé) . Exemplu:

/I extragere element dintr-un vector

T get ( Vector & v, int k) {
assert ( k >=0 && k <v.dim ); /I daca eroare la indicele k
return v.vec[k];

}

- Scrierea tuturor subprogramelor ca functii de tip boolean (intreg ih Clzutatel (sau alta valoare
pozitiva) pentru terminare normala si rezultat O sau negativ pentru terminare anormal&. Exemplu:

/I extragere element dintr-un vector
int get ( Vector & v, intk, T & x) {
if (k<0|[|] k>=v.dim) /I daca eroare la indicele k
return -1,
x=v.vec[k];
return k;

}

/I utilizare

.i.f.(get(v,k,x)<0){
printf (Aindice\ngdnesietxitn 1f)ct . get
}

2.2UTILIZAREA DE TIPURI GENERICE

O colectie poate contine valori numerice de diferite tipulungimi sau siruri de caractere sau alte
tipuri agregat (structuri), sau pointeri (adrese). Se doreste ca operatiile cu un anumit tip de colectie sa
poata fi scrise ca functii generale, adaptabile pentru fiecare tip de date ce poate face pagdetidin col

Limbajele orientate pe obiecte au rezolvat aceasta problema, fie prin utilizarea de tipuri generice,
neprecizate (clase fAtemplateo), fie prin utilizsé
colectii, tip din care pot fi derivate gg alte tipuri de date memorate in colectie (tipul "Object” in
Java).

Realizarea unei colectii generice in limbajul C se poate face in doud moduri:
1) Prin utilizarea de tipuri generice (neprecizate) pentru elementele colectiei in subprogramele ce
realizeaza operatii cu colectia. Pentru a folosi astfel de functii ele trebuie adaptate la tipul de date
cerut de o aplicatie. Adaptarea se face partial de cétre compilator (prinsoastiutie) si partial de
cétre programator (care trebuie sa dispuna de feursdi pentru aceste subprograme).
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2) Prin wutilizarea unor <col ectii de pointeri I a
tip Tn subprograme, urmand ca nlocuirea cu un alt tip de pointer (la date specifice aplicatiei) sé se
faca la ercutie. Utilizarea unor astfel de functii este mai dificila, dar utilizatorul nu trebuie sa
intervind Tn textul sursa al subprogramelor si are mai multa flexibilitate Tn adaptarea colectiilor la
diverse tipuri de date.

Primul exemplu araté cum se defireesh vector cu componente de un tip T neprecizat in functii,
dar precizat in programul care foloseste multimea :

/I multimi de elemente de tipul T

#define M 1000 /I dimensiune maxima vector
typedef int T ; /I tip componente multime
typedef struct {
T v[M]; /I vector cu date de tipul T
int dim; /I dimensiune vector
} Vector;
/I operatii cu un vector de obiecte
void initV (Vector & a ) { /I initializare vector
a.dim=0;

void addV ( Vector & a, T x) { // adauga pe x la vectorul a
assert (a.n < M); /I verifica daca mai este loc in vector
a.v [a.n++] = x;

int findV ( Vector a, T x) { /I cauta pe x in vectorul a
intj;
for (j=0; j < a.dim;j++)
if( x == a.v[j])
return j; /I gasit in pozitia j
return -1; /I negasit
}

Functiile anterioare sunt corecte numai daca tipul T este un tip numeric pentru ca operatiile de
comparare la egalitate si de atribuire depind Tn general de tipul datelor. Operatiile esciiéie a
datklor depind de asemenea de tipul T , dar ele fac parte Tn general din programul de aplicatie.

Pentru operatiile de atribuire si comparare avem doua posibilitati:

a) Definirea unor operatori generalizati, modificati prin masrbstitutie :

#define EQ(a,b) ( a==b) /I equals
#define LT(a,b) (a<b) /I less than

Exemplu de functie care foloseste acesti operatori:

int findV ( Vector a, T x) { /I cauta pe x in vectorul a
int j;
for (j=0; j < a.dim;j++)
if( EQ (x, a.v[j]) ) /I comparatie la egalitate
return j; /I gasit in pozitia j
return -1; /I negasit
}

Pentru o multime de siruri de caractere trebuie operate urméatoarele modificari in secventele
anterioare :

#define EQ(a,b) ( strcmp(a,b)==0) // equals
#define LT(a,b) (strcmp(a,b) <0) /I less than
typedef char * T ;
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b) Transmiterea functiilor de comparare, atribuire, s.a ca argumente la functiile care le folosesc (fara
a impune anumite nume acestor functii). Exemplu:

typedef char * T;
typedef int (*Fcmp) (T a, T b);

int findV ( Vector a, T x, Fcmp cmp) { /I cauta pe x in vectorul a

intj;
for (j=0; j < a.dim;j++)
if (cmp (x, a.v[j]) ==0) /I comparatie la egalitate
return j; /I gasit in pozitia j
return -1; /I negasit

In cazul structurilor de date cu elemente legate prin pointeri (liste si arbori) mai exista o solutie de
scriere a functiilor care realizeaza operatii cu acele structuri astfel ca ele sa nu depinda de tipul datelor
memorate: area nodurilor de list sau de arbore se face in afara functiilor generale (in programul de
aplicatie), iar functiile de insertie si de stergere primesc un pointer la nodul de adaugat sau de sters si
nu valoarea ce trebuie adaugatd sau eliminata. Acealstie nu este adecvata structurilor folosite
pentru cautarea dupa valoare (multimi, dictionare).

Uneori tipul datelor folosite de o aplicatie este un tip agregat (o structurd C): o data calendaristica
ce grupeaza numere pentru zi, lund, an , descnargiaarc dintrun graf pentru care se memoreaza
numerele nodurilor si costul arcului, s.a. Problema care se pune este daca tipul T este chiar tipul
structurd sau este un tip pointer la acea structurd. Ca si in cazul sirurilor de caractere este geferabil
se manipuleze in programe pointeri (adrese de structuri) si nu structuri. In plus, atribuirea ntre
pointeri se face la fel ca si atribuirea intre numere (cu operatorul '=").

In concluzie, tipul neprecizat T al elementelor unei colectii este de digiaai tip numeric, fie un
tip pointer (inclusiwv de tiop Afivoid *o ). Avan
programelor, dar ea nu se poate aplica pentru colectii de colectii (un vector de liste, de exemplu) si
nici pentru colectii neomogen

2.3UTILIZAREA DE POINTERI GENERICI

O a doua solutie pentru o colectie generica este o colectie de pointeri la orice tip (void *), care vor
fi Tnlocuiti cu pointeri la datele folosite in fiecare aplicatie. Si in acest caz functia de coenpara
trebuie transmisa ca argument functiilor de insertie sau de cautare n colectie. Exemplu de vector
generic cu pointeri:

#define M 100 /I dimens maxima vector
typedef void * Ptr; /I pointer la un tip neprecizat
typedef int (* fcmp) (Ptr,Ptr); /I tip functie de comparare
typedef void (* fprnt) (Ptr); /I tip functie de afisare
typedef struct { /I tipul vector

Ptr v[M]; /I un vector de pointeri

int dim; /I nr elem in vector
} Vector;
void initV (Vector & a) { /I initializare vector

a.dim = 0;

/lafisare date de la adresele continute in vector
void printV ( Vector a, fprnt print) {
inti;
for(i=0;i<a.dim;i++)
print (a.v[i]);
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printf ("\n");
}

/I adaugare la sfirsitul unui vector de pointeri
void addV ( Vector & a, Ptr p) {

assert (a.dim < M);

a.v [a.dim ++] = p;
}

/I cautare in vector de pointeri
int findV ( Vector v, Ptr p, fcmp cmp) {

int i;

for (i=0;i<v.dim;i++)

if (cmp (p,v.v[i]) == 0)
return i; /I gasit in pozitia i
return -1; /I negasit

}

Secventa urmatoare aratd cum se poate folosi un vector de pointeri pentru a memora -ance dintr
graf cu costuri:

typedef struct {

int x,y,cost; /I extremitati si cost arc
} arc;
void prntarc ( Ptr p) { /I afisare arc

arc * ap = (arc*)p;
printf ("%d %d %d \n",ap—>Xx,ap—y, ap—>Ccost);
}
int readarc (Ptr p) { /I citire arc
arc * a =(arc*)p;
return scanf ("%d%d%d",&a—>x,&a—y,&a—>cost);
}
int cmparc (Ptr pl1, Ptr p2) { // compara costuri arce
arc * al= (arc *)p1;
arc * a2= (arc*)p2;
return al—cost - a2—cost;

int main () { /I utilizare functii
arc * ap, a; Vector v;
initV (v); printf ("lista de arce: \n");
while ( readarc(&a) != EOF) {

ap = (arc*)malloc(sizeof(arc)); /I aloca memorie ptr fiecare arc
*ap=a, /I copiaza date
if (findV ( v,ap, cmparc)) <0) /I daca nu exista deja
addV (v,ap); /I se adauga arc la lista de arce
}
printV (v, prntarc); /I afisare vector

}

Avantajele asupra colectiei cu date de un tip neprecizat sunt:
- Functiile pentru operatii cu colectii pot fi compilate si puse-@nbribliotecd si nu este necesar
codul sursa.
- Se pot crea colectii cu elemente de tipuri diferite, pentrincéolectie se memoreaza adresele
elementelor, iar adresele pot fi reduse la tipul comun "void*".
- Se pot crea colectii de colectii: vector de vectori, lista de liste, vector de liste etc.

Dezavantajul principal al colectiilor de pointeri (in C) esteplexitatea unor aplicatii, cu erorile
asociate unor operatii cu pointeri. Pentru o colectie de numere trebuie alocatd memorie dinamic pentru
fiecare numar, ca s& obtinem cate o adresa distinctd pentru a fi memorata in colectie. Exemplu de
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creare a unuimf ca vector de vectori de pointeri la intregi (liste de noduri vecine pentru fiecare nod
din graf):

void initV (Vector* & pv) { /I initializare vector
pv=(Vector*)malloc(sizeof(Vector));
pv—n = 0;

}

/I adaugare la sfirsitul unui vector de pointeri
void addV ( Vector* & pv, Ptr p) {
assert (pv—>n < MAX);
pv—Vv[pv—n ++] = p;
}
/I afisare date reunite in vector de orice pointeri
void printV ( Vector* pv, Fprnt print) {
inti;
for(i=0;i<pv—n;i++)
print (pv—V[i]);

printf ("\n");
void main () { /I creare si afisare graf
Vector * graf, *vecini;
int n,i,j; int * p; /I n=nr de noduri in graf
initV (graf); /I vectorul principal

printf("n="); scanf ("%d",&n);
for (i=0;i<n;i++) {

initV (vecini); /I un vector de vecini la fiecare nod
printf("vecinii nodului %d: \n",i);
do {
scanf ("%d",&j); /l'j este un vecin al lui i
if (j<0) break; /I lista de vecini se termina cu un nr negativ
p=(int*) malloc(sizeof(int)); *p=j; /I ptr a obtine o adresa distincta
addV(vecini,p); /I adauga la vector de vecini
} while (j>=0);
addV(graf,vecini); /I adauga vector de vecini la graf

}
}

Pentru colectii ordonate (liste ordonate, arbori partial ordonati, arbori de c&autarep trebu
comparate datele memorate in colectie (nu humai la egalitate) iar comparatia depinde de tipul acestor
date. Solutia este de a transmite adresa functie de comparatie la functile de cautare, adaugare,
eliminare s.a. Deoarece comparatia este necesard mutte functii este preferabil ca adresa functiei
de comparatie sa fie transmisa la initializarea colectiei si sa fie memorata alaturi de alte variabile ce
definesc colectia de date. Exemplu de operatii cu un vector ordonat:

typedef int (* fcmp) (Ptr,Ptr); // tip functie de comparare
typedef struct {

Ptr *v; /I adresa vector de pointeri alocat dinamic
int dim; /I dimensiune vector
fcmp comp; /I adresa functiei de comparare date

} Vector;

/I operatii cu tipul Vector
void initV (Vector & a, fcmp cmp) { // initializare

a.n =0;

a.comp=cmp; /I retine adresa functiei de comparatie
int findV ( Vector a, Ptr p) { /I cautare in vector

inti;

for (i=0;i<a.n;i++)
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if (a.comp(a.v[i],p)==0)
return 1;
return O;

}

Generalitatea programelor C cu structuri de date vine in conflict cu simplitatea si usurinta de
ntelegere; de aceea exemplele care urmeaza sacrificd generalitatea in favoarea simplitatii, pentru ca
scopul lor principal este acela de a itashlgoritmi. Din acelasi motiv multe manuale folosesc un
pseudecod pentru descrierea algoritmilor si nu un limbaj de programare.

2.4 STRUCTURI DE DATE S| FUNCTII RECURSIVE

Un subprogram recursiv este un subprogram care se apeleaza pe el msidsgan de mai multe
ori. Orice subprogram recursiv poate fi rescris si nerecursiv, iterativ, prin repetarea explicitd a
operatiilor executate la fiecare apel recursiv. O functie recursiva realizeaza repetarea unor operatii fara
a folosi instructiuni deiclare.

In anumite situatii exprimarea recursivd este mai naturald si mai compactd decat forma
nerecur si v«. Este cazul operatiilor cu arbori
mpartire Tn subprobleme).

In alte cazuri, exprigrea iterativd este mai naturalé si mai eficienta ca timp si ca memorie folosita,
fiind aproape exclusiv folosita: calcule de sume sau de produse, operatii de cautare, operatii cu liste
Tnléntuite, etc. In plus, functiile recursive cu mai multi paramgtifi inutilizabile pentru un numar
mare de apeluri recursive, acolo unde marimea stivei implicite (folositd de compilator) este limitata.

Cele mai simple functii recursive corespund unor relatii de recurentd de forma f(n)=-t¢r(f(n
unde n este un pametru al functiei recursive. La fiecare nou apel valoarea parametrului n se
diminueaz&, pana cand n ajunge 0 (sau 1), iar valoarea f(0) se calculeaza direct si simplu.

Un alt mod de a interpreta relatia de recurentd anterioard este acela ca@ se(sectesv)
rezolvarea unei probleme de dimensiune n la rezolvarea unei probleme de dimetisipaedcand
reducerea dimensiunii problemei nu mai este posibila.

Functiile recursive au cel putin un argument, a carui valoare se modifica de la unadipékia
care este verificat pentru oprirea procesului recursiv.

Orice subprogram recursiv trebuie sa contind o instructiunedéf'bpiceila Tnceput ), care sa
verifice conditia de oprire a procesului recursiv. In caz contrar se ajunge la un procgls Eetinde
la infinit si se opreste numai prin umplerea stivei.

Structurile de date liniare si arborescente se pot defini recursiv astfel:

- O listd de N elemente este formata dimrelement si o (sub)listd deNelemente;
- Un arbore binar estermat dintrun nod radéacina si cel mult doi (sub)arbori binari;
- Un arbore multicéi este format dinin nod r&dacind si mai multi (sub)arbori multicéi.

Aceste definitii recursive conduc la functii recursive care reduc o anumita operatie cu o l@ta sau
un arbore la una sau mai multe operatii cu sublista sau subarborii din componenta sa, ca in exemplele
urmatoare pentru numararea elementelor dinista sau dintun arbore:

int count ( struct nod * list) { /I numara elementele unei liste
if (list==NULL) /l daca lista vida
return O;
else /l daca lista nu e vida
return 1+ count(list—>next); /[ un apel recursiv
}

/I numara nodurile unui arbore binar
int count ( struct tnod * r) {

if (r==NULL) /I daca arbore vid
return O;
else /I daca arbore nevid
return 1+ count(r—left) + count(r—right); /I doua apeluri recursive
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In cazul structurilor liniare functiileecursive nu aduc nici un avantaj fatd de variantele iterative
ale acelorasi functii, dar pentru arbori functiile recursive sunt mai compacte si chiar mai usor de
inteles decét variantele iterative (mai ales atunci cand este necesard o stivd pentasealimin
recursivitatii). Totusi, ideea folositad Tn cazul structurilor liniare se aplica si in alte cazuri de functii
recursive (calcule de sume si produse, de exemplu): se reduce rezolvarea unei probleme de
dimensiune N la rezolvarea unei probleme similaréidensiune NL, in mod repetat, pana cand se
ajunge la o problema de dimensiune 0 sau 1, care are o solutie evidenta.

Exemplele urmatoare arata ca este important locul unde se face apelul recursiv:

void printl (int a[],int n) { /I afisare vector in ordine inversa -recursiv
if (n>0){
printf ("%d ",a[n-1]);
printl (a,n-1);
}
}

void print2 (int a[],int n) { // afisare vector in ordine directa - recursiv
if (n>0){
print2 (a,n-1);
printf ("%d ",a[n-1]);
}
}

Ideia reducerii la doua spbobleme de acelasi tip, de la functiile recursive cu arbori, poate fi
folosita si pentru anumite operatii cu vectori sau cu liste liniare. In exemplele urméatoare se determina
valoarea maxima dirun vector de ntregi, cu unul si respectiv cu doud apedaursive:

/I maxim dintre doua numere (functie auxiliara)
int max2 (int a, int b) {
return a>b? a:b;
}
/I maxim din vector - recursiv bazat pe recurenta
int maxim (int af], int n) {
if (n==1)
return a[0];
else
return max2 (maxim (a,n-1),a[n-1]);
}

/I maxim din vector - recursiv prin injumatatire
int maximl (int a[], int i, int ) {
int m;
if (i==j)
return ali];
m= (i+)/2;
return max2 (maxim1(a,i,m), maximl(a,m+1,)));

}
Exemple de cautare secventiald a unei valortntvector neordonat:

/I cautare in vector - recursiv (ultima aparitie)
int last (int b, int af], int n) {
if (n<0)
return -1;  // negasit
if (b==a[n-1])
return n-1; // gasit
return last (b,a,n-1);

}
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/I cautare in vector - recursiv (prima aparitie)
int firstd (int b, int a[], int i, int j) {

if (i>])
return -1,
if (b==al[i])
return i;
return firstl(b,a,i+1,j);
}
Met oda " mp«rtiridi “n dou« subprobl eme de di me
aplicatd unor operatii cuectori necesitd doua argumente (indici initial si final care definesc fiecare
din subvectori) S nu doar dimensiunea vector ul
mai intalneste la cautarea binara -inr vector ordonat si la ordonarea umweictor prin metodele
Afgui cksorto si imergesorto. Di ferenta dintre fur

si functia nerecursiva poate fi eliminaté printfunctie auxiliara:

/I determina maximul dintr-un vector a de n numere
int maxim (int af], int n) {
return maximl1(a,0,n-1);

}

/I cauta prima apritie a lui b intr-un vector a de n numere
int first (int b, int a[], int n) {

return firstl(b,a,0,n-1);
}

Cautarea binara Tntm vector ordonat imparte succesiv vectorul in douéi pgale, compara
valoarea cautatd cu valoarea mediand, stabileste care din cei doi subvectori poate contine valoarea
cautata si deci va fi impartit Tn continuare. Timpul unei cautéri binaraifintector ordonat de n
elemente este de ordinul ldg) fath de O(n) pentru cautarea secventiald (singura posibikarintr
vector neordonat). Exemplu de functie recursiva pentru cautare binara:

/I c&utare binard, recursiva a lui b intre a[i] si alj]
int caut(int b, int af], int i, int j) {

int m;
if (i>])
return -1, /' b negasitin a
m=(i+j)/2; /I m= indice median intre i si |
if (a[m]==b)
return m; /I b gasit in pozitia m
else /l daca b !'=a[m]
if (b <a[m]) /l daca b in prima jumatate
return caut (b,a,i,m-1); /[ cauta intre i si m-1
else /I daca b in a doua jumatate
return caut (b,a,m+1,)); /I cauta intre m+1 si

Varianta iterativa a cautarii binare foloseste un ciclu de Thjumatétire repetata:

int caut (int b, int af], int i, int j) {
int m;
while (i<j){ / repeta cat timp i<j
m=(i+)/2;
if (a[m]==Db)
return m;
else
if (a[m] < b)
i=m+1;



Florian Moraru: Structuri de Date 19

else
j=m-1,
}

return -1; /l -1 daca b negasit

}

Sortarea rapi d« (fquirutikdoodrpartdii)und conyalarrntaianicirsieajpae t a t
cu valori mai mari ca un element pivot, pana cand fiecare partitie se reduce la un singur element.
Indicii i si j delimiteaz& subvectorul care trebuie ordonat la un apel al functiei gsort:

void gsort (int af], int i, intj) {

int m;
if (i <j){
m=pivot(a,i,)); /I determina limita m dintre partitii
gsort(a,i,m); /I ordoneaza prima partitie
gsort (a,m+1,j); /I ordoneaza a doua partitie
}
}

Indicele m este pozitia elementului pivot, astfalalil<a[m] pentru orice i<m si a[i]>a[m] pentru
orice i>m. De observat cd nu se compard elemente vecine din vector (ca in alte metode), ci se
comparé un element a[p] din prima partitie cu un element a[q] din a doua partitie si deci se aduc mai
repede vairile mici la inceputul vectorului si valorile mari la sfarsitul vectorului.

int pivot (int &[], int p, int q) {
int x,t;
x=a[(p+q)/2]; /I x = element pivot
while (p <q) {

while (a[q]> x) g--;

while (a[p] < x) p++;

if (p<q) {

t=a[p]; a[p]=a[q]; a[q]=t;

}

return p; /] sau return q;

}

Eliminarea recursivitatii din algoritmul quicksort nu mai este la fel de simpla ca eliminarea
recursivitatii din algoritmul de céutare binard, deoarece sunt doud apeluri recursive succesive.

In general, metoda de eliminare a recursivitdtii depinde de numarul si de pozitia apelurilor
recursive astfel:
- O functie recursiva cu un singur apel ca ultima instructiune se poate rescrie simplu iterativ prin
“nl ocuirea instrucetifimnhiiil efoi f(od ec uo bos eirnvsattr ucc«t iment o
singur apel recursiv desi sunt scrise doud instructiuni; la executie se alege doar una din ele);
- O functie recursiva cu un apel care nu este ultima instructiune sau cu doua apeluri se paate rescri
nerecursiv folosind o stiva pentru memorarea argumentelor si variabilelor locale.
- Anumite functii recursive cu doud apeluri, care genereaza apeluri repetate cu aceiasi parametri, se
pot rescrie nerecursiv folosind o matrice (sau un vector) cu rezal@tapelurilor anterioare, prin
metoda programarii dinamice.

Orice compilator de functii recursive foloseste o stiva pentru argumente formale, variabile locale si
adrese de revenire din fiecare apel. In cazul unui mare de argumente si de apeluri SemyaEa
stiva folosita implicit s& depéseasca capacitatea rezervatd (functie de memoria RAM disponibild) si
deci ca probleme de dimensiune mare sa nu poata fi rezolvate recursiv. Acesta este unul din motivele
elimindrii recursivitétii, iar al doilea mt este timpul mare de executie necesar unor probleme (cum
ar fi cele care pot fi rezolvate si prin programare dinamica).

Eli minarea recursivit«tidi din functia figsorto
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- Se reduc cele doua apeluri la un singur apel recursiv;
- Se foloseste o stiva pentru a elimina apelul recursiv neterminal.

I/l gsort cu un apel recursiv
void gsort (int af], int i, intj) {
int m;
while (i<j){ /I se ordoneaza alternativ fiecare partitie
m=pivot(a, i, j); // indice element pivot
gsort(a, i, m);  // ordonare partitie
i=m+1; m=j; /I modifica parametri de apel
}
}

Cea mai simpla structura de stiva este un vector cu adaugare si extragere numai de la sfarsit (varful
stivei este ultimul element din vector). In stivd se vang@argumentele functiei care se modifica de la
un apel la altul:

void gsort (int af], int i, intj) {
int m; int st[500],sp;
sp=0;
st[sp++]=i; st[sp++]=j;  // puneisij pe stiva
while (sp>=0) {
it (<)) {
m=pivot(a, i, j);
st[sp++]=i; st[sp++]=m; // pune argumente pe stiva

i=m+1; m=j; /I modifica argumente de apel
}
else { /I refacere argumente pentru revenire
j=st[--sp]; i=st[--sp];
}
}
}

O functie cu doud apeluri recursive genereaza un arbore binar de apelurinyruessste calculul
numarului n din sirul Fibonacci F(n) pe baza relatiei de recurenta:

F(n) = F(r2)+F(n1) si primele 2 numere din sir F(0)=F(1)=1,
Relatia de recurenta poate fi transpuséa imediabifiinctie recursiva:

int F(int n) {
if (n<2) return 1;
return F(n-2)+F(n-1);
}

Utilizarea acestei functii este foarte ineficientd, iar timpul de calcul creste exponential in raport cu
n. Explicatia este aceea ca se repeta rezolvarea unor subprobleme, iar numarul de apeltiei al func
creste rapid pe masuré ce n creste. Arborele de apeluri pentru F(6) va fi:

e
F(@) F(®)
/ \
F2) F(3) Fe  F@
PR O~ PN
F) F@  FO F@ F@ FO
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Desi n este mic si nu am mai figurat unele apeluri (cu argumente 1 si 0), se observa cum se repeta
apeluri ale functiei recursive pentru a rectdcaceleasi valori in mod repetat.

Ideea programéarii dinamice este de a inlocui functia recursivd cu o functie care sa completeze
vectorul cu rezultate ale subproblemelor mai mici ( in acest caz, numere din sirul Fibonaci):

int F(int n) {
int k, f{100]={0}; /I 'un vector ( n < 100) initializat cu zerouri
f[0]=f[1]=1,; /I initializari in vector

for ( k=2;k<=n;k++)
f[k]= f[k-2]+f[k-1];
return f[n];

}

Un alt exemplu de trecere de la o functie recursivd la completema@atabel este problema
calculului combinérilor de n numere luate cate k:

C(n,k) =C(r1,k) + C(r1,k-1) pentru 0<k<n
C(n,k) =1 pentru k=0 sau k=n

Aceasta relatie de recurentd exprimd descompunerea problemei C(n,k) Trulbjprgbleme mai
mici (cu valori mai mici pentru n si k). Traducem direct relatiadnfiunctie recursiva:

long comb (int n, int k) {
if (k==0 || k==n)
return 1L;
else
return comb (n-1,k) + comb(n-1,k-1);
}

Dezavantajul acestei abordari rezultd din numarul mare de apeluri recursive, dintre care o parte nu
fac decét sa recalculeze aceleasi valori (functia "comb" se apeleaza de mai multe ori cu aceleasi valori
pentru parametri n &). Arborele acestor apeluri pentru n=5 si k=3 este :

/0(5,3) —

C(4,3) C(4,2)

C2,2) C(2,1) C(2,2) C(2,1) C(2,1) C(2,0)
c(,1) C(1,0) C(1,1) C(1,0) C(1,1) C(1,0)

Dintre cele 19 apeluri numai 11 sunt diferite.

Metoda programérii dinamice construieste o noatri[i][j] a carei completare incepe cu prima
coloanéd c[i][0]=1, continua cu coloana a doua c[i][1], coloana a treia s.a.m.d. Elementele matricei se
calculeazd unele din altele folosind tot relatia de recurentd anterioard. Exemplu de functie care
complekaza aceasta matrice :

long ¢[30][30]; /I matricea este variabila externa
void pdcomb (int n) {
inti,j;
for (i=0;i<=n;i++)
c[i][0]=1; /I coloana 0

for (i=1;i<=n;i++)
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for (j=1;j<=n;j++)

if (i==j)
cli]lj]=1; /I diagonala principala
else
if (i <))
c[i]li]=0; /I deasupra diagonalei
else

clillil=cli-1][j]+cli-1][j-1]; // sub diagonala

Urmeaza doud probleme clasice, ale céaror solutii sunt cuteosproape exclusiv sub forma
recursiva, deoarece variantele nerecursive sunt mai lungi si mai greu de inteles: afisarea numelor
fisierelor dintrun director dat si din subdirectoarele sale si problema turnurilor din Hanoi.

Structura de directoare silulirectoare este o structurd arborescentad si astfel se explicA natura
recursiva a operatiilor cu asrfel de structuri. Pentru obtinerea numelor fisiereleuridirector se
folosesc functiile de bibliotec«.lLdfiecarechdimedes t 0 s
fisier se verifica daca este la randul lui un subdirector, pentru examinarea continutului sau. Procesul se
repetad pana cand nu mai exista fisiere director, ci numai fisiere normale.

Functia care urmeaza mai include unele detalii, aufn

-afisare cu indentare diferit« | a fiecare nivel
-evitarea unei recursi vit«ti infinite pentru num
-construirea sirului de forma fApath/*.*06 cerut d
void fileList ( char * path,intsp){ // | i stare fisiere identificate prin
struct _finddata_t fb; /I structura predefinita folosita de findfirst (atribute fisier)
int done=0; int i; /I done devine 1 cand nu mai sunt fisiere
char tmp[256]; /I ptr creare cale la subdirectoarele unui director
long first; /I transmis de la findfirst la findnext
first = _findfirst(path,&fb); /I cauta primul dintre fisiere si pune atribute in fb
while (done==0) { /l repeta cat mai sunt fisierepe cal ea fipat ho
if (fb.name[0] !="") /'l daca numele de director nu incepe
printf ("%*c %-12s \n",sp,' ', fb.name); /I afisare nume fisier
/'l daca subdirector cu nume diferit de A.0 si i..o
if ( fb.attrib ==_A_ SUBDIR && fb.name[0] I=".") {
i= strrchr(path,'/") -path; /I extrage nume director
strncpy(tmp,path,i+1); /I copiaza calea in tmp
tmp[i+1]=0; /I ca sir terminat cu zero
strcat(tmp,fb.name); strcat(tmp,"/*.*"); // adauga la cale hume subdirector si /*.*
fileList (tmp,sp+3); /I listeaza continut subdirector, decalat cu 3
}
done=_findnext (first,&fb); /'f pune numele urmatorului fisier
}
}

Problema turnurilor din Hanoi este un joa 3 tije verticale si mai multe discuri de diametre
diferite. Initial discurile sunt stivuite pe prima tija astfel cd fiecare disc std pe un disc mai mare.
Problema cere ca toate discurile sd ajunga pe ultima tija, ca in configuratia initiald, fologimd pe
mutari si tija din mijloc. Mutérile de discuri trebuie sé satisfaca urméatoarele conditii:

- Se mutad numai un singur disc de pe o tija pe alta
- Se poate muta numai discul de deasupra si numai peste discurile existente in tija destinatie
- Un disc u poate fi asezat peste un disc cu diametru mai mic

Se cere secventa de mutéri care respecta aceste conditii.

Functia urmétoare afiseaza discul mutat, sursa (de unde) si destinatia (unde) unei mutari:

void mutadisc (int k, ints ,intd){ // muta discul numarul k de pe tija s pe tija d
printf (" muta discul %d de pe %d pe %d \n"k,s,d);
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Functia recursiva care urmeaza rezolva problema pentru n discuri si 3 tije:

/l muta n discuri de pe a pe b folosind si t
void muta (intn, int a, intb, intt) {

if (n==1) /I daca a ramas un singur disc
mutadisc (1,a,b); /I se muta direct de pe ape b
else { /I daca sunt mai multe discuri pe a
muta (n-1,a,t,b); / muta n-1 discuri de pe a pe t
mutadisc (n,a,b); /l muta discul n (de diametru maxim) de pe ape b
muta (n-1,t,b,a); /l muta n-1 discuri de pe t pe b
}

}

Solutiile nerecursive pornesc de la analiza problemei si observarea unor proprietéti ale starilor prin
care se trece; de exemplea srdtat ca se poate repetadéf2 ori functia fAmutadis
fiecare pas numarul tijei sursa si al tijei destinatie (numarul discului nu conteazd deoarece nu se poate
muta decét discul din varful stivei de pe tija sursa):

int main(){
int n=4, i; /I n = numar de discuri
for (i=1; i < (1 << n); i++) /I numar de mutari= 1<<n = 2"
printf("Muta de pe %d pe %d \n", (i&i-1)%3, ((i]i-1)+1)%3 );
}

O a treia categorie de probleme cu solutii recursive sunt probleme care contin un apel recursiv intr
un ciclu,deci un numar variabil (de obicei mare) de apeluri recursive. Din aceasta categorie fac parte
al goritmidi de tip fAbacktrackingo, printre care
genereaza si afiseaza toate permutérile posibile ale primeloneraumaturale:

void perm (int k, int a[], int n) { // vectorul a contine o permutare de n numere

inti;

for (i=1;i<=n;i++){
a[k]=i; /I pune iin alk]
if (k<n) perm(k+1,a,n); /I apel recursiv ptr completare a[k+1]
else printv(a,n); /I afisare vector a de n intregi

}

In acest caz arborele de apeluri recursive nu mai este binar si fiecare apel genereaza n alte apeluri.
De observat cd, pentru un n dat (de ex. n=3) putem scrie n cicluri unul in altul (ca sa generam
permutari), dar cand n este necunoscut (poate avea orice valoare) nu mai putem scrie aceste cicluri. Si
pentru functiile cu un apel recursiv #in ciclu exista o variantd nerecursiva care foloseste o stiva, iar
aceasta stiva este chiar vectorul ce corsines ol ut i e (vector ul Afad " n func
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Capitolul 3

VECTORI
3.1VECTORI

Structura de vector (fAiarrayo) este foarte folo
- Nu trebuie memorate decat datele necesare aplicatiei (nu si adrese de)legaturd
- Este posibil accesul direct (aleator) la orice element-dimtrector prin indici;

- Programarea operatiilor cu vectori este foarte simpla.
- Cautarea intun vector ordonat este foarte eficienta, prin cautare binara.

Dezavantajul unui vector culimensiune constantd rezultd din necesitatea unei estiméri a
dimensiunii sale la scrierea programului. Pentru un vector alocat si realocat dinamic poate apare o
fragmentare a memoriei dinamice rezultate din realocéri repetate pentru extinderea ve&erului.
asemenea, eliminarea de elemente dintvector compact poate necesita deplasarea elementelor din
vector.

Prin vectori se reprezintd si anumite cazuri particulare de liste inlantuite sau de arbori pentru
reducerea memoriei ocupate si timpului deymedre.

Ca tipuri de vectori putem mentiona:

- Vectori cu dimensiune fixa (constantd);

- Vectori extensibili ( realocabili dinamic);

- Vectori de biti (la care un element ocupa un bit);

-Vectori Afheapo (care reprlargi nt« compact wun arb
- Vectori ca tabele de dispersie.

De obicei un vector este completat in ordinea crescétoare a indicilor, fie prin adaugare la sfarsit a
noilor elemente, fie prin insertie intre alte elemente existente, pentru a mentine ordinea in vector.

Existd si eceptii de la cazul uzual al vectorilor cu elemente consecutive : vectori cu interval
(Abuffer gapo) si tabele de dispersie (fAhash tab

Un fAbuffer gapo este folosit “n procesoarel e
siruri pastrateimtun vector (Abuffer 6 c u -ubiatental)plashtdnrpoziiee par at
curentd de editare a textului. In felul acesta se evitd mutarea unor siruri lungi de caractere in memorie
la modificarea textului; insertia de noi caractere in pzitirentd mareste secventa de la inceputul
vectorului si reduce intervalul, iar stergerea de caractere din pozitia curentd mareste intervalul dintre
caracterele aflate Thainte si respectiv dupa pozitia curenta.

Mutarea cursorului necesitd mutarea unoacgere dintun sir in celalalt, dar numai ca urmare a
unei operatii de modificare Th noua pozitie a cursorului.

Caracterele sterse sau inserate sunt de fapt memoratenialt vector, pentru a se putea
reconstitui un text modificat din greseald (opefaa fiundoo de anul are a wunor
o0 stare anterioard).

Vectorii cu dimensiune constantd, fixatd la scrierea programului, se folosesc in unele situatii
particulare cand limita colectiei este cunoscuta si relativ micad sau cand see diingslificarea
programelor, pentru a facilita intelegerea lor. Alte situatii pot fi cea a unui vector de constante sau de
cuvinte cheie, cu numar cunoscut de valori.

Vectori cu dimensiune fix& se folosesc si ca zone tampon la citirea sau scriereagitefisisau n
alte fluxuri de date.

Vectorul folosit Tntrun tabel de dispersie are o dimensiune constanta (preferabil, un numar prim)
din cauza modului in care este folosit (se va vedea ulterior).

Un fisier binar cu articole de lungime fixa poate fivif ca un vector, deoarece are aceleasi
avantaje si dezavantaje, iar operatiile sunt similare: adaugare la sfarsit de fisier, cautare secventiala in
fisier, acces direct la un articol prin indice (pozitie relativa in fisier), sortare fisier atunci s@nd e
nevoie, s.a. La fel ca Tatm vector, operatiile de insertie si de stergere de articole consuma timp si
trebuie evitate sau aménate pe cat posibil.
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3.2VECTORI ORDONATI

Un vector ordonat reduce timpul anumitor operatii, cum ar fi: cAutareavaloei date, verificarea
unicitatii elementelor, gasirea perechii celei mai apropiate, calculul frecventei de aparitie a fiecarei
valori distincte s.a.

Un vector ordonat poate fi folosit si drept coada cu prioritati, dacd nu se mai fac adaugari de
elemente la coada, pentru ca valoarea minima (sau maxima) se afla la una din extremitétile vectorului,
de unde se poate scoate fara alte operatii auxiliare.

Mentinerea unui vector in ordine dupé fiecare operatie de adaugare sau de stergere nu este
eficienta si nici nu este necesara de multe ori; atunci cand avem nevoie de o colectie dinamica
permanent ordonatd vom folosi un arbore binar sau o lista inlantuitd ordonata. Ordonarea vectorilor se
face atunci cand este necesar, de exemplu pentru afisarea elensmtate dupd o anumita cheie.

Pe de altd parte, operatia de sortare este eficientd numai pe vectori; nu se sorteaza liste inlantuite
sau arbori neordonati sau tabele de dispersie.

Sunt cunoscuti mai multi algoritmi de sortare, care diferd atat poduhde lucru cét si prin
performantele lor. Cei mai simpli si ineficienti algoritmi de sortare au o complexitate de ordinul
O(n*n), iar cei mai buni algoritmi de sortare necesitd pentru cazul mediu un timp de ordinul

O(n*logn ) unde Ano verteruld. di mensi unea

Uneor i ne intereseaz« un algoritm de sortare |
egale din vectorul sortat. Ma i mul ti al goritmi N
De obicei ne intereseaz« al gor i toné suplimemtard or t ar €

desi exista cétiva algoritmi foarte buni care nu sunt de acest tip: sortare prin interclasare si sortare prin
distributie pe compartimente.

Al gor i t mii de sortare fipe |l ocd a unui vector
urmatd eventual de schimbarea intre ele a elementelor comparate pentru a respecta conditia ca orice
element sa fie mai mare ca cele precedente si mai mic ca celaicakaza.

Vom nota cu T tipul elementelor din vector, tip care suportd comparatia peratop ai
limbajului (deci un tip numeric). In cazul altor tipuri (structuri, siruri) se vor inlocui operatorii de
comparatie (si de atribuire) cu functii pentru aceste operatii.

Vom defini mai intai o functie care schimba intre ele elementele din daiidi date ale unui
vector:

void swap (T a[ ], int i, int]) { /I interschimb a[i] cu alj]
T b=a[i]; ali]=alj]; alj]=b;

Vom prezenta aici cativa algoritmi usor de programat, chiar daca nu au cele mai bune performante.
Sortarea prin metodau | el or (fABubble Sortod) compar « mer eu
toate perechile vecine (de la prima catre ultima) se coboard valoarea maxima la sfarsitul vectorului.
La urmatoarele parcurgeri se reduce treptat dimensiunea vectorului, prinaetianvalorilor finale
(deja sortate). Daca se compara perechile de elemente vecine de la ultima catre prima, atunci se aduce
Tn prima pozitie valoarea minima, si apoi se modificd indicele de inceput. Una din variantele posibile
de implementare a acesteitode este functia urméatoare:

void bubbleSort(T a[ ], int n) { // sortare prin metoda bulelor
inti, k;
for (i=0;i<n;i++) { /I iesteindicele primului element comparat
for (k = n-1; k > i; k--) // comparatie incepe cu ultima pereche (n-1,n-2)
if (a[k-1] > a[k]) /I daca nu se respecta ordinea crescatoare
swap(a,k,k-1); /I schimba intre ele elemente vecine

Timpul de sortare prin metoda bulelor este proportional cu patratul dimensiunii vectorului
(complexitaea algoritmului este de ordinul n*n).
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Sortarea prin selectie determind Tnh mod repetat elementul minim dintre toate care urmeaza unui
element a[i] si il aduce in pozitia i, dupa care creste pe i.

void selSort( T a[ ], int n) { // sortare prin selectie

inti,j, m; /I m = indice element minim dintre i,i+1,..n
for (i=0;i<n-1;i++){ //in poz. i se aduce min (a[i+1],..[a[n])
m = i; /I considera ca minim este a[i]
for (j = i+1;j<n;j++) /I compara minim partial cu a[j] (j > i)
if (a[j] <a[m]) /I a[m] este elementul minim
m =j;
swap(a,i,m); /I se aduce minim din poz. m in pozitia i

Sortarea prin selectie are si ea complexitatea O(n*n), dar Tn medie este mai rapida decét sortarea
prin metodabulelor (constanta care inmulteste pe n*n este mai mica).

Sortarea prin insertie considera vectorul format ebnpartitie sortata (la inceput de exemplu) si o
partitie nesortatd; la fiecare pas se alege un element din partitia nesortatd si se ifrsdosata
corespunzator din partitia sortatd, dupa deplasarea in jos a unor elemente pentru a crea loc de insertie.
void insSort (T a[ ], int n) {

inti,j; Tx;
for (i=1;i<n;i++) { /I partitia nesortata este intre pozitiile i si n
x=a[i]; /I x este un element
j=i-1; /I cauta pozitia j unde trebuie inserat x
while (x<a[j] && j >=0) {
alj+1]=a[jl; /I deplasare in jos din pozitia |
==
}
afj+1]=x; /I muta pe x in pozitia j+1
}

}

Nici sortarea prin insertie nu este maind de O(n*n) pentru cazul mediu si cel mai nefavorabil,
dar poate fi imbunatatita prin modificarea distantei dintre elementele comparate. Metoda cu increment
variabil (ShellSort) se bazeaza pe ideea (folositd si in sortarea rapida QuickSort) ca statiilprefe
schimbari intre elemente aflate la distantd mai mare in loc de schimbari intre elemente vecine; in felul
acesta valori mari aflate initial la Thceputul vectorului ajung mai repede in pozitile finale, de la
sfarsitul vectorului.

Algoritmul lui Shel are in cazul mediu complexitatea de ordinbif°nsi in cazul cel mai rau
O(n+9), fatd de O(f) pentru sortare prin insertie cu pas 1.

In functia urmatoare se folosesc rezultatele unor studii pentru determinarea valorii initiale a
pasului h, care scadapoi prin Tmpértire succesiva la 3. De exemplu, pentru n > 100 pasii folositi vor
fi13,4si 1.

void shellSort(T a[ ], int n) {
int h,i,j; Tt;
/I calcul increment maxim
h=1;
if (n<14) h=1;
else if (n >29524) h = 3280;

else {
while (h < n) h = 3*h + 1;
h/=3; h/=3;
}
/] sortare prin insertie cu increment h variabil
while (h > 0) {

for (i=h;i<n;i++) {
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t = alil;
for (j=i-h; j>=0&& a[j]>t;j-=h)
afj+h] = al[jl;
a[j+h] = t;
}
h/=3; // urmatorul increment

}
}

3.3VECTORI ALOCATI DINAMIC

Putem distinge doua situatii de alocare dinamica pentru vectori:
- Dimensiunea vectorului 8scunoscuté de program inaintea valorilor ce trebuie memorate in vector
si nu se mai modifica pe durata executiei programului; in acest caz este suficientd o alocare initiala de
memorie pentru vector (Amall oco).
- Dimensiunea vectorului nu este cunosaigdla inceput sau numarul de elemente poate creste pe
masurd ce programul evolueazd; in acest caz este necesard extinderea dinamica a tabloului (se
apeleaza repetat "realloc").

In limbajul C utilizarea unui vector alocat dinamic este similard &tilizunui vector cu
dimensiune constantd, cu diferenta ca ultimul nu poate fi realocat dinamic. Functia "realloc”
simplificd extinderea (realocarea) unui vector dinamic cu pastrarea datelor memorate. Exemplu de
ordonare a unui vector de numere foldsin vector alocat dinamic.

/I comparatie de intregi - pentru gsort
int intcmp (const void * p1, const void * p2) {
return *(int*)pl - *(int*)p2;
}
// citire - sortare - afisare
void main () {
int * vec, n, i; /l vec = adresa vector
/I citire vector
printf ("dimens. vector="); scanf ("%d", &n);
vec= (int*) malloc (n*sizeof(int));
for (i=0;i<n;i++)
scanf ("%d", &vecli]);
gsort (vec,n,sizeof(int), intcmp); // ordonare vector

for (i=0;i<n;i++) /I afisare vector
printf ("%4d", vecl[i]);
free (vec); /I poate lipsi

In aplicatiile care prelucreaza cuvintele distincte dimtrtext, numarul acestor cuvinte nu este
cunoscut si nu poate fi estimat, dar putem folosi ectar realocat dinamic care se extinde atunci
cand este necesar. Exemplu:

/l cauta cuvant in vector
int find ( char ** tab, int n, char * p) {
inti;
for (i=0;i<n;i++)
if ( strcmp (p,tabli]) ==0)
return i;
return -1; /I negasit

}
#define INC 100
void main () {

char cuv[80], * pc;
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char * * tab; /I tabel de pointeri la cuvinte
int i, n, nmax=INC; /I nc= numar de cuvinte in lista
n=0;
tab = (char**)malloc(nmax*sizeof(char*)); // alocare initiala ptr vector
while (scanf ("%s",cuv) > 0) { /I citeste un cuvant
pc =strdup(cuv); /I aloca memorie ptr cuvant
if (find (tab,n,pc) < 0) { /I daca nu exista deja
if (n ==nmax) { /I daca vector plin
nmax = nmax+INC; /I mareste capacitate vector
tab =(char**)realloc(tab,nmax*sizeof(char*)); /I realocare
tab[n++]=pc; /I adauga la vector adresa cuvant
}
}

}

Functia "realloc" primeste ca argumente adresa veciareltrebuie extins si houa sa dimensiune
si are ca rezultat o altd adresa pentru vector, wadecepiat automat si datele de la vechea adresa.
Aceasta functie este apelata atunci cand se cere adaugarea de noi elemente la un vector plin (in care
nu maiexista pozitii libere).

Utilizarea functiei "realloc" necesitd memorarea urmatoarelor informatii despre vectorul ce va fi
extins: adresa vector, dimensiunea alocatd (maximd) si dimensiunea efectivd. Cand dimensiunea
efectivd ajunge egald cu dimensiunea imdx atunci devine necesard extinderea vectorului.
Extinderea se poate fapen crestere&u o valoare constanta sainptdublarea dimensiunii curente

Exemplul urmétor aratd cum se pot Tncapsula in cateva functii operatiile cu un vector alocat si apoi
extins dinamic, fard ca alocarea si realocarea sa fie vizibile pentru programul care foloseste aceste
subprograme.

#define INC 100 /I increment de exindere vector
typedef int T; /I tip componente vector
typedef struct {
T *vec; /I adresa vector (alocat dinamic)
int dim, max; /I dimensiune efectiva si maxima
} Vector;

/l initializare vector v
void initV (Vector & v) {
v.vec= (T *) malloc (INC*sizeof(T));
v.max=INC; v.dim=0;
}
/I adaugare obiect x la vectorul v
void addV ( Vector & v, T x) {
if (v.dim == v.max) {

v.max += INC; /Il extindere vector cu o valoare fixa
v.vec=(T*) realloc (v.vec, (v.max)*sizeof(T));
}
v.vec[v.dim]=x; v.dim ++;
}
Exemplu de program care genereazifiseaza un vector de numere:
void main() {
T x; Vector v;
initV ( v);
while (scanf("%d",&x) == 1)
addV ( v,x);
printV (v);

}
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Timpul necesar pentru cautareadmtr vector neordonat este de ordinul O(n), deci proportional cu
dimensiunea vectatui. Intr-un vector ordonat timpul de cautare este de ordinul O(lg n). Adaugarea la
sfarsitul unui vector este imediata ( are ordinul O(1)) iar eliminareauintector compact necesita
mutarea in medie a n/2 elemente, deci este de ordinul O(n).

3.4APLICATIE : COMPONENTE CONEXE

Aplicatia poate fi formulaté cel putin in doud moduri si a condus la aparitia unui tip abstract de
date, numit colectie de multi mi di sjuncte (ADi s]j
Fiind datd o multime de valori (de orice tip) si o serie datiiedle echivalentd intre perechi de
valori din multime, se cere s& se afiseze clasele de echivalentd formate cu ele. Daca sunt n valori,
atunci numarul claselor de echivalenta poate fi intre 1 si n, inclusiv.
Exemplu de date initiale (relatii de echivai@n
30~60/50~70/10~30/20~50/ 40~80/10~60/
Rezultatul (clasele de echivalenta) : {10,30,60}, {20,50,70}, {40,80}
O altd formulare a problemei cere afisarea componentelor conexaidigtaf neorientat definit
printr-o listd demuchii. Fiecare muchie corespunde unei relatii de echivalenta intre varfurile unite de
muchie, iar o componentd conexa este un subgraf (o claséd de noduri ) in care existd o cale intre oricare
doua varfuri. Exemplu:

1
Q

8 2

Q O

70 O3

6 O 4
5

In cazul particular al componentelor conexe dintn g r af |, este suficient u

unde cls[k] este componenta in care se afld varful k.

In cazul mai general al claselor de echivalentd ce pot contine elemente de orice tip (numere
oarecae sau siruri ce reprezintd nume), mai este necesar si un vector cu valorile elementelor. Pentru
exemplul anterior cei doi vectori pot ardta in final astfel (numerele de clase pot fi diferite):

val 10 20 30 40 50 60 70 80
cls 12 1 3 2 1 2 3

Vectorii val, cls si dimensiunea lor se reunesc-intr t i p de dat e numi t fi C
di sjuncteo, pentru c« fiecare clas« de echival e

ntre ele.

typedef struct {

int val[40], cls[40]; /I vector de valori si de clase
int n; /I dimensiune vectori
} ds;

Pentru memorarea unor date agregatetinmtvector avem doua posibilitati:
- Mai multi vectori paraleli, cu aceeasi dimensiune; cate un vectoryiecare camp din structurd
(cain exemplul anterior).
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- Un singur vector de structuri:

typedef struct { /Il o pereche valoare-clasé

int val; int cls;
} entry;
typedef struct {

entry a [40]; /I vector de perechi valoare-clasa

int n; /I dimensiune vector
} ds;

Sau stabilit urm«toarele operatii specifice tipg

- Initializare colectie (initDS)

- Gasirea multimii (clasei) care contine o valoare data (findDS)
- Reunire multimi (clase) ce contin doudmaldate (unifDS)

- Afisare colectie de multimi (printDS)

La citirea unei perechi de valori (unei relatii de echivalentd) se stabileste pentru cele douda valori
echivalente acelasi numar de clasa, egal cu cel mai mic dintre cele doua (pentru a mengaérord
fiecare clasa).

Daca valorile sunt chiar numerele 1,2,3...8 atunci evolutia vectorului de clase dupa fiecare pereche
de valori cititd va fi

clase

initial 12345678

dupa 36 123453728

dupa 57 12345138

dupa 13 1 214515 8

dupa 25 1214228

dupa 48 1214212

dupa 16 121421214 (nu se mai modifica nimic)

Urmeaz« un exemplu de implementare cu un sSi ng
di sjuncted si utilizarea sa “"n problema afis«ri:.
typedef struct {
int cls[40]; /I vector cu numere de multimi
int n; /I dimensiune vector

} ds;

/I determina multimea in care se afla x
int find ( ds c, int x) {

return c.cls[x];
}

/I reunire multimi ce contin valorile x si y
void unif ( ds & c,int x,int y) {

inti,cy;
cy=c.cls[y];
for (i=1;i<=c.n;i++) /I inlocuieste clasa lui y cu clasa lui x
if (c.cls[i]==cy) /I daca i erain clasa lui y
c.cls[i]=c.cls[x]; /I atunci i trece in clasa lui x
}

/I afisare multimi din colectie
void printDS (ds c) {

intij,m;

for (i=1;i<=c.n;i++) { /I ptr fiecare multime posibila i
m=0; /I numar de valori in multimea i
for (j=1;j<=c.n;j++) /I cauta valorile din multimea i

if (c.cls[j]==i) {
printf("%d ",j);
m++;
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}

if (m) /I daca exista valori in multimea i
printf("\n"); /I se trece pe alta linie
}
}

// initializare multimi din colectie
void initDS (ds & c, int n) {

inti;

c.n=n;

for (i=1;i<=n;i++)

c.clsJi]=i;

}

/I afisare componente conexe
void main () {

ds c; /l o colectie de componente conexe
int x,y,n;
printf ("nr. de elemente: "); scanf ("%i",&n);
initDS(c,n); /I initializare colectie ¢
while (scanf("%d%d",&x,&y) > 0) /I citeste muchii x-y
unif(c,x,y); /l reuneste componentele lui x siy
printDS(c); /I afisare componente conexe
}
I n aceast« i mplementare operatia Afindd are

ordinul O(n). Van arata ulterior (la discutia despre multimi) o altd implementare, mai performanta,
dar tot prin vectori a colectiei de multimi disjuncte.

3.5VECTORI MULTIDIMENSIO NALI (MATRICE)

O matrice bidimensionala poate fi memorata in cateva moduri:
- Ca un vetor de vectori. Exemplu :
char a[20][20]; // ali] este un vector
- Ca un vector de pointeri la vectori. Exemplu:
char* a[20]; // sau char ** a;
- Ca un singur vector ce contine elementele matricei, fie in ordinea liniilor, fie Th ordineastotoan
Matricele alocate dinamic sunt vectori de pointeri la liniile matricei.

Pentru comparatie vom folosi o functie care ordoneaza un vector de nume (de siruri) si functii de

citire si afisare a numelor memorate si ordonate.
Prima forma (vector de vaari) este cea clasica, posibild in toate limbajele de programare, si are
avantajul simplitatii si claritétii operatiilor de prelucrare.

u

De remarcat cd numérul de coloane al matricei transmise ca argument trebuie sa fie o constanta,

aceeasi pentru toatenctiile care lucreaza cu matricea.

#define M 30 /I nr maxim de caractere intr-un sir
/l ordonare siruri
void sort ( char vs[][M], int n) {
int i,j; char tmp[M];
for (j=1;j<n;j++)
for (i=0;i<n-1;i++)
if ( stremp (vs[i],vs[i+1])>0) {
strepy(tmp,vsli]); /I interschimb siruri (linii din matrice)
strepy(vs[i],vs[i+1]);
strepy(vs[i+1],tmp);
}

/[ citire siruri in matrice
int citmat ( char vs[][M] ) {

n
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int i=0;
printf ("lista de siruri: \n");
while ( scanf ("%s", vs[i])==1)
i++;
return i; /I numar de siruri citite
}
/Il afisare matrice cu siruri
void scrmat (char vs[J[M],int n) {
inti;
for (i=0;i<n;i++)
printf ("%s \n", vs[i]); /* afisare siruri */
}

O matrice alocatd dinamic este f#gt un vector alocat dinamic ce contine pointeri la vectori
alocati dinamic (linille matricei). Liniile matricei pot avea toate aceeasi lungime sau pot avea lungimi
diferite. Exemplu cu linii de lungimi diferite :

I/l ordonare vector de pointeri la siruri
void sort ( char * vp[],int n) {
int i,j; char * tmp;
for (j=1;j<n;j++)
for (i=0;i<n-1;i++)
if ( stremp (vpl[i],vp[i+1])>0) {
tmp=vpl[i]; vp[i]=vp[i+1];
vp[i+1]=tmp;
}

In exemplul anterior am presupus ca vectorupdiateri are o dimensiune fixa si este alocat in
functia fimaino.

Dacéa se cunoaste de la inceput numérul de linii si de coloane, atunci putem folosi o functie care
aloca dinamic memorie pentru matrice. Exemplu:

/I alocare memorie pentru o matrice de intregi
Il rezultat adresa matrice sau NULL

int * * intmat ( int nl, int nc) { /Il nl linii si nc coloane
inti;
int ** p=(int **) malloc (nl*sizeof (int*)); // vector de pointeri la linii
if (p!= NULL)
for (i=0;i<nl;i++)
p[i] =(int*) calloc (nc,sizeof (int)); /I linii ca vectori alocati dinamic
return p;
}

Utilizarea unui singur vector pentru a memora toate liniile unei matrice face mai dificila
programarea unor operatii (selectie elemente, sortarea liniilor, s.a.).

3.6 VECTORI DE BITI

Atunci cand elementele unui vector sau unei matrice au valori binare este posibila 0 memorare mai
compacta, folosind cate un singur bit pentru fiecare element din vector. Exemplele clasice sunt
multimi realizate ca vectori de bgi grafuri de relatii memorate prin matrice de adiacente cu cate un
bit pentru fiecare element.

In continuare vom ilustra cateva operatii pentru multimi realizate ca vectori de 32 de biti (variabile
de tipul "long" pentru fiecare multime in parte). Opieacu multimi de biti se realizeaza simplu si
rapid prin operatori la nivel de bit.
typedef long Set; /I multimi cu max 32 de elemente cu valori intre 0 si 31
void initS ( Set & a) { /I initializare multime
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a=0;

void addS (Set & a, int x) { /I adauga element la multime
a=a| (1L<<x);

void delS ( Set& a, int x) { /I elimina element din multime
a=a & ~(1L<<x);

}

void retainAll ( Set& al, Set a2) { // intersectie multimi
al=al & az;

void addAll ( Set& al, Set a2) { /Il reuniune de multimi
al=al | az;

}

void removeAll (Set& al, Set a2) { // diferenta de multimi
al =al & ~a2;

int findS (Set a,int x) { /I test apartenenta la o multime

long b=a & (1L<<x);
return (b==0) ? 0 : 1;
}
int containsAll (Set al, Set a2) { // test includere multimi
retainAll (al,a2);
if (al==a2) return 1;
return O;
}
int sizeS ( Set a) { /I dimensiune (cardinal) multime
inti, k=0;
for (i=0;i< 32;i++)
if (findS (a,i))
k++;
return k;
}
void printS (Set a) { /Il afisare multime
inti;
printf("{ ");
for (i=0;i<32;i++)
if( findS(a,i))
printf("%d,",i);
printf("\b }\n");

}

De observat ca operatiile de cautare (findS) si cu doud multimi (addAll s.a.) nu contin cicluri si au
complexitatea O(1). Multn i ca vectori de biti exist« “n Pasc
(clasa ABitSetdo "n Java).

Intr-o matrice de adiacente a unui graf elementul a[i][j] aratd prezenta (1) sau absenta (0) unei
muchii Tntre varfurile i si j.

In exemplul urmétor metea de adiacentd este un vector de biti, obtinut prin memorarea
succesiv« a liniilor din matrice. Functia figethb
nodul ] (graful este orientat). Fumoefaidiagrai.s et bi t

Nodurile sunt numerotate de la 1.

typedef struct {
intn; /I nr de noduri in graf (nr de biti folositi)
char b[256]; // vector de octeti (trebuie alocat dinamic)
} graf;

/I elementul [i][j] din matrice graf primeste valoarea val (0 sau 1)
void setbit (graf & g, int i, int j, int val) {
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int nb = g.n*(i-1) +j;
int no = nb/8 +1;
int nbo = nb % 8;
int b=0x80;
int mask = (b >> nbo);
if (val)

g.b[no] |= mask;
else

g.b[no] &= ~mask;

/I nr bit in matrice
/I nr octet in matrice
/I nr bit in octetul no

/I masca selectare bit nbo din octetul no

/I valoare element [i][j] din matrice graf
int getbit (graf g, inti, intj) {

int nb = g.n*(i-1) +j;
int no = nb/8 +1;
int nbo = nb % 8;

/I nr bit in matrice
/I nr octet in matrice
/I nr bit in octetul no

int b=0x80;
int mask= (b >>nbo);
return mask==( g.b[no] & mask);

// citire date si creare matrice graf
void citgraf (graf & g ) {
int no,i,j;
printf("nr. noduri: "); scanf("%d",&g.n);
no =g.n*g.n/8 + 1; /[ nr de octeti necesari
for (i=0;i<no;i++)
g.b[i]=0;
printf ("perechi de noduri legate prin arce:\n");
do {
if (scanf ( "%d%d",&i,&j) < 2) break;
setbit (g,i,j,1);
} while (1);
}

Ideea marcarii prin biti a prezei sau absentei unor elemente-tntrolectie este folosita si pentru
arbori binari (parcursi nivel cu nivel, pornind de la radéacind), fiind generalizatd peninurage
structuri de date succinte (compacte), in care relatiile dintre elemente suniténfplin pozitia lor in
colectie) si nu folosesc pointeri, a caror dimensiune contribuie mult la memoria ocupaté de structurile
Cu pointeri.
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Capitolul 4
LISTE CU LEGATURI

4.1LISTE INLANTUITE

O listd inlantuitd ("Linked List") este oolectie de elemente, alocate dinamic, dispersate in
memorie, dar legate intre ele prin pointeri, ca-Gimtdant. O lista Inlantuitd este o structurd dinamica,
flexibild, care se poate extinde continuu, fara ca utilizatorul sa fie preocupat de pasabilepésirii
unei dimensiuni estimate initial (singura limitd este marimea zonei "heap" din care se solicita
memorie).

Vom folosi aici cuvantul "listd" pentru o lista liniara, Tn care fiecare element are un singur succesor
si un singur predecesor.

Intr-o list& Tnlantuitd simpla fiecare element al listei contine adresa elementului urmator din lista.
Ultimul element poate contine ca adresa de legatura fie constanta NULL (un pointer catre nicaieri),
fie adresa primului element din listd ( dacteeslista circularad ), fie adresa unui element terminator
cu o valoare speciala.

Adresa primului element din listd este memorata-dntrariabild pointer cu nume (alocata la
compilare) si numita cap de lista ("list head").

L T—1 [ 7 | 1 o]

cap val leg val leg val leg

Este posibil ca variabila cap de lista sa fie tot o structura si nu un pointer:

val val val

[

cap leg leg leg

v

Un element din listd (numit si nod de listd) este de un tip structura si are (cel putinadgudic
un camp de date (sau mai multe) si un camp de legaturd. Exemplu:

typedef int T; /I orice tip numeric
typedef struct nod {
T val ; /I camp de date
struct nod *leg ; /I camp de legéatura
} Nod;

Cortinutul si tipul campului de date depind de informatiile memorate in lista si deci de aplicatia
care o foloseste. Toate functiile care urmeaza sunt direct aplicabile daca tipul de date nedefinit T este
un tip numeric (aritmetic).

Ti pul datk fi definibca pn tip pointer sau ca un tip structura:

typedef Nod* List; /I lista ca pointer
typedef Nod List; /I lista ca structurd

O listé inlantuit& este complet caracterizata de variabila "cap de listd", care contine adrdaa primu
nod (sau a ultimului nod, intr listd circulard). Variabila care defineste o listd este de obicei o
variabila pointer, dar poate fi si 0 variabila structura.

Operatiile uzuale cu o lista Tnlantuita sunt :

- Initializare lista ( a variabilei cage listd ):  initL (List &)
- Adaugarea unui nou element la o listd: addL (List&, T)
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- Eliminarea unui element dintr lista: delL (List&, T)
- Cautarea unei valori date irarlista: findL (List, T)
- Test de lista vida: enptyL(List)

- Determinarea dimensiunii listei: sizeL (List)

- Parcurgerea tuturor nodurilor din lista (traversare listd).

Accesul la elementele unei liste cu legéturi este strict secvential, pornind de la primul element si
trecand prin toate nodugilprecedente celui cdutat, sau pornind din elementul "curent" al listei, daca
se memoreaza si adresa elementului curent al listei.

Pentru parcurgere se foloseste o variabila cursor, de tip pointer cétre nod, care se initializeaza cu
adresa cap de It pentru a avansa la urméatorul element din listd se foloseste adresa din caAmpul de
legétura al nodului curent:

Nod *p, *prim;
p = prim; /I adresa primului element
p = p—leg; /I avans la urmatorul nod

Exemplu de afis@ra unei liste Tnlantuite definite prin adresa primului nod:

void printL ( Nod* Ist) {

while (Ist = NULL) { /I repeta cat timp exista ceva la adresa Ist
printf ("%d ",Ist—>val); /I afisare date din nodul de la adresa Ist
Ist=Ist—leg; /I avans la nodul urmator din lista

}

}

Cautarea secventiald a unei valori date-dnlistd este asemanatoare operatiei de afisare, dar are
ca rezultat adresa nodului ce contine valoarea cautata .

/I cautare intr-o listd neordonata
Nod* findL (Nod* Ist, T x) {
while (Ist'=NULL && x != Ist—val)
Ist = Ist—leg;
return Ist; /I NULL dacéa x negasit

}
}

Functiile de adaugare, stergere si initializare a listei modificésa primului element (nod) din
listd; daca lista este definitd priatn pointer atunci functiile primesc un pointer si modificd (uneori)
acest pointer. Daca lista este definitd prntrariabild structurd atunci functiile modifica structura, ca
si Tn @zul stivei vector.

In varianta listelor cu element santineld nu se mai modifica variabila cap de listd deoarece contine
mereu adresa elementului santineld, creat la initializare.

Operatia de initializare a unei liste stabileste adresa de incetiafie ca NULL pentru liste
fara santineld, fie ca adresa a elementului santinela.

Crearea unui nou el ement de | ist« necesit« al oc
operatorunewin C++. Verificarea rezultatului cererii de aloedNULL, daca alocare imposibild) se
poate faceprinto i nstructiune AifO0O sau prin functia fa e
de alocare:

nou = (Nod*) malloc( sizeof(Nod)); /I sau nou = new Nod;

assert (nou !'= NULL); /I se include <assert.h>

Adaugarea unui element la o lista inlé@ntuita se poate face:
- Mereu la inceputul listei;
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- Mereu la sfarsitul listei;
- Intr-o pozitie determinatd de valoarea noului element.

Daca ordinea datelor din listd estaliferentd pentru aplicatie, atunci cel mai simplu este ca
adaugarea sd se facd numai la inceputul listei. In acest caz lista este de fapt o stiva iar afisarea
valorilor din lista se face in ordine inversa introducerii in lista.

Exemplu de creare si afisaaaunei liste Tnlantuite, cu adaugare la inceput de lista:

typedef Nod* List; /I ptr a permite redefinirea tipului "List"
void main () {

List Ist; int x; Nod * nou; // nou=adresa element nou

Ist=NULL; // initializare lista vida

while (scanf("%d",&x) > 0) {
nou=(Nod*)malloc(sizeof(Nod)); // aloca memorie

nou—val=x; nou—leg=lst; /I completare element
Ist=nou; /I noul element este primul
\}Nhile (Ist I= NULL) { /I afisare lista
printf("%d ",Ist—>val); /l'in ordine inversa celei de adaugare
Ist=Ist—leg;
}
}

Operatiile elementare cu liste se scriu ca functii, pentru a fi reutilizate n diferite aplicatii. Pentru
comparatie vom ilustra trei dintre posibilitatidle programare a acestor functii pentru liste stiva, cu
adaugare si eliminare de la inceput.

Prima varianta este pentru o listd definitd proitr var i abi | « structur «, de
void initS ( Nod * s) { /I initializare stiva (s=var. cap de lista)
s—leg = NULL;

}

/I pune in stiva un element
void push (Nod * s, int x) {
Nod * nou = (Nod*)malloc(sizeof(Nod));
nou—val = X; nou—leg = s—leg;
s—leg = nou;
}
/I scoate din stiva un element
int pop (Nod * s) {
Nod * p; int rez;
p = s—leg; // adresa primului element
rez=p-val, // valoare din varful stivei
s—leg = p—leg; // adresa element urmator
free (p) ;
return rez;
}
/I utilizare
int main () {
Nod st; int x;
initS(&st);
for (x=1;x<11;x++)
push(&st,x);
while (! emptyS(&st))
printf ( "%d ", pop(&st));
}

A doua variantd foloseste un pointer ca variabild cap de listd si nu foloseste argumente de tip
referintd (limbaj C standard):

t
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void initS ( Nod ** sp) {
*sp = NULL,

}
/I pune in stiva un element
void push (Nod ** sp, int x) {
Nod * nou = (Nod*)malloc(sizeof(Nod));
nou—val = X; nou—leg = *sp;
*Sp = nou;

}
/I scoate din stiva un element
int pop (Nod ** sp) {
Nod * p; int rez;
rez = (*sp) —val,
p = (*sp) —leg;
free (*sp) ;
*sp = p;
return rez;
}
/I utilizare
int main () {
Nod* st; int Xx;
initS(&st);
for (x=1;x<11;x++)
push(&st,x);
while (! emptyS(st))
printf ( "%d ", pop(&st));
}

A treia varianta va fi cea preferatd in continuare si foloseste argumente de tip referintdopentr
listd definitd printrun pointer (numai in C++):

void initS ( Nod* & s) {
s = NULL;
}
/[ pune in stiva un element
void push (Nod* & s, int x) {
Nod * nou = (Nod*)malloc(sizeof(Nod));
nou—val = X; nou—leg = s;
S = nou;
}
/I scoate din stiva un element
int pop (Nod* & s) {
Nod * p; int rez;
rez = s—val; //valoare din primul nod
p = s—leg; /[ adresa nod urmator
free (s) ;
s=p; /l adresa varf stiva
return rez;
}
/I utilizare
int main () {
Nod* st; int x;
initS(st);
for (x=1;x<11;x++)
push(st,x);
while (! emptyS(st))
printf ( "%d ", pop(st));
}
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Structura de lista Tnlantuitd poate fi definitd ca o structura recursiva: o listd este formatd dintr
element urmat de o alta lista, eventual vida.shgrinct de vedere poate conduce la functii recursive
pentru operatii cu liste, dar faré nici un avantaj fata de functiile iterative. Exemplu de afisare recursiva
a unei liste:

void printL ( Nod* Ist) {

if (Ist!= NULL) { /I daca (sub)lista nu e vida

printf ("%d ",Ist—val); /I afisarea primului element

printL (Ist—leQ); /I afisare sublista de dupé primul element
}

}

4.2COLECTII DE LISTE

Listele sunt preferate vectorilor atunci cand aplicatiadeste mai multe liste de lungimi foarte
variabile si impredictibile, deoarece asigurd o utilizare mai bund a memoriei. Reunirea adreselor de
nceput ale listelor TrHp colectie de pointeri se face fie priotn vector de pointeri la liste, fie prirtr
listd Tnlantuit& de pointeri sau prinin arbore ce contine in noduri pointeri la liste.

Mentiondm céteva aplicatii clasice care folosesc colectii de liste:

-Sortarea pe compartimente (fiRadi x Sortd sau nABi
- O colectie de multimi disjunctén care fiecare multime este o list;

- Un graf reprezentat prin liste de adiacente (liste cu vecinii fiecarui nod);

- Un dictionar cu valori multiple, Tn care fiecare cheie are asociata o lista de valori;

-Un t abel de di s percveetor(eflideads doliziann | e d0) real i zat

O colectie liniard de liste se reprezintd prmtr vector de pointeri atunci cand este necesar un
acces direct la o listd priatm indice (grafuri, sortare pe ranguri, tabele hash) sau rilistd de
pointeri atunci &nd numarul de liste variaza in limite largi si se poate modifica dinamic (eanintr
dictionar cu valori multiple).

In continuare se prezinta succint sortarea dupa ranguri (pe compartimente), metoda care Tmparte
valorile de sortat Tn mai mi#l compartmente, carora le corespund tot atatea liste inlantuite.

Sortarea unui vector de n numere (cu maxim d cifre zecimale fiecare) se face in d treceri: la fiecare
trecere k se distribuie cele n nunmfeirdmpozibklO fAco
(k=1 pentru cifra din dreapta), si apoi se reunesc listele in vectorul de n numere (in care ordinea se
modifica dupa fiecare trecere).

Algoritmul poate fi descris astfel:

repetd pentruk delallad /I pentru fiecare rang
initializare vector de liste t
repetd pentruidelallan /I distribuie elem. din x in 10 liste

extrage in c cifra din pozitia k a lui x][i]
adauga x[i] la lista t[c]

repetd pentrujdelaOla9 /l reunire liste in vectorul x
adauga toata lista j la vectorul x
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Exemplu cu n=9 si d=3:

Initial Trecerea 1 Trecerea 2 Trecerea 3

Vector cifra liste vector cifra liste vectorfradiste vector

459 0 472 0 432 0 177

254 1 432 1 534 1177 239

472 2 472,432 254 2 239 2 239,254 254

534 3 534 3 432,534,239 649 3 432

649 4 254,534,654 654 4 649 254 4 432,459,472 459

239 5 177 5 254,654,459 654 5 534 472

432 6 459 6 459 ®5349, 534

654 7 177 649 7 472,177 472 7 649

177 8 239 8 177 8 654
9 459,649,239 9 9

Cifra din pozitia k a unui numar y se obtine cu relatia: (y / pow(10,k-1)) % 10;

Adaugarea de elemente la o listd (in faza de distribuire) se face mereu la sfarsitutidist
extragerea din liste (in faza de colectare a listelor) se face mereu de la inceputul listelor, ceea ce face
ca fiecare listd s& se comporte ca o coada.

Pentru ordonare de cuvinte formate din litere numarul de compartimente va fi numarul de litere
distincte (26 dacé nu conteaza diferenta dintre litere mari si mici).

Functia urmétoare implementeaza algoritmul de sortare pe ranguri:

void radsort (int x[ ], int n) {

int div=1; /I divizor (puteri ale lui 10)
int i,k,c,d=5; /I d= nr maxim de cifre in numerele sortate
List t [10]; /I vector de pointeri la liste
/I repartizare valori din x in listele t
for (k=1; k<=d; k++) { /I pentru fiecare rang (cifra zecimala)
for (c=0;c<10;c++) /I initializare vector pointeri la liste
initL( t[c] ); /I initializare lista care incepe in t[c]
for (i=0;i<n;i++) { /I distribuie x[i] Tn liste dupa cifra k
c= (X[i] / div) % 10 ; /I cifra din pozitia k a lui Xx]i]
addL ( t[c], x[i]); /I adauga xJi] la lista din pozitia c
}
/I reuneste liste din t in x
i=0;
for (c=0;c<10;c++) { /I repeta pentru toate cele 10 liste

while (! emptyL (t[c]) ) // cattimp mai sunt elemente in lista t[c]
x[i++]=delfirstL ( t[c]); // extrage element de la inceputul listei vp[c]

} /I si se adauga la vectorul x
div=div*10; /I divizor ptr rangul urmator
}
}
Ti pul abstract AColectie de mul-bdoledte ddlistejcwunct eod

cate o listd pentrfiecare multime. Adresele de Tnceput ale listelor din colectie sunt reunienintr
vector de pointeri. Numarul de liste se modificA pe masurd ce se reunesc cate doud-liste intr
singurd. Ordinea elementelor in fiecare listd nu este importantd astéelnida a doua liste se poate
face legand la ultimul element dirdrlistad primul element din cealalta lista.

Evolutia listelor multimi pentru 6 valori intre care exista relatile de echivalentd 2~4, 1~3, 6~3,
4~6 poate fi urmatoarea:
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Initial 2~4 1~3 6~3 4~6

-1 -1 —>1-3 —>1-53-56 —->1-53-56>2->4
22 254 254 —2-4

-3 -3

—4

-5 -5 —5 —5 —5

—6 -6 —6

In programul urmator se considera ca ordinea in fiecare multime nu conteaza si reuniunea de
multimi se face legand inceputul unei liste la sfarsitul altei liste.

typedef struct sn { // un element de lista

int nr; /I valoare element multime
struct sn * leg;
} nod;
typedef struct {
intn; /I nr de multimi in colectie
nod* m[M]; /I vector de pointeri la liste
} ds; /I tipul "disjoint sets"

/l initializare colectie ¢ de n multimi
void initDS (ds & c, int n) {

inti; nod* p ;
c.n=n;
for (i=1;i<=n;i++) { /I pentru fiecare element
p= (nod*)malloc (sizeof(nod)); // creare un nod de lista
p—nr =i; p—>leg = NULL; /I cu valoarea i si fara succesor
c.mli] = p; /I adresa listei i Tn pozitia i din vector
}
}

/l cautare Tntr-o lista Tnlantuita
int inSet (int x, nod* p) {

while (p != NULL) /I cat timp mai exista un nod p
if (p—>nr==x) /I daca nodul p contine pe x
return 1; /I gasit
else /I daca x nu este in nodul p
p= p—leg; /Il cauta in nodul urmator din lista
return O; /I negasit
}

/I gaseste multimea care-l contine pe x
int findDS (ds c, int x) {

int i;
for (i= 1;i<=c.n;i++) /I pentru fiecare lista din colectie
if (inSet(x,c.ml[i])) // daca lista i contine pe x
return i; /' atunci x in multimea i
return O; /l sau -1
}

/I reuniune multimi ce contin pe x si pe y
void unifDS (ds & c, int x, inty) {

int ix,iy ; nod* p;

ix= find (x,c); iy=find (y,c);

/I adauga lista iy la lista ix

p= c.mJix]; /I aici incepe lista lui x
while (p—leg !'= NULL) // cauta sfarsitul listei lui x
p=p—leg; /I p este ultimul nod din lista ix
p—leg = c.m[iy]; /I leaga lista iy dupa ultimul nod din lista ix
c.m[iy] = NULL; /I si lista iy devine vida
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4.3LISTE INLANTUITE ORDONATE

Listele Tnlantuite ordonate se folosesc Tn aplicatiile care fac multe operatii de adaugare si/sau
stergere la/din listd si care necesitd mria permanentd a ordinii Tn listd. Pentru liste addugarea
cu pastrarea ordinii este mai eficientd decéat pentru vectori, dar reordonarea unei liste Tnlantuite este o
operatie ineficienta.

In comparatie cu adaugarea la un vector ordonat, addugacebsta ordonata este mai rapida si
mai simpl& deoarece nu necesitda mutarea unor elemente n memorie. Pe de alt parte, cautarea unei
valori ntr-o lista inl&ntuitd ordonatéd nu poate fi la fel de eficienta ca si cdutaresnimgctor ordonat
(cautaredinard nu se poate aplica si la liste). Crearea si afisarea unei liste inlantuite ordonate poate fi
considerata si ca o0 metoda de ordonare a unei colectii de date.

Operatia de adaugare a unei valori la o lista ordonata este precedatd de o ¢actitwewmde se
face insertia, adica de gasirea nodului de care se va lega noul element. Mai exact, se cautd primul nod
cu valoare mai mare decét valoarea care se adaugd. Cautarea foloseste o functie de comparare care
depinde de tipul datelor memoratedsicriteriul de ordonare al elementelor.

Dupa cautare pot exista 3 situatii:
- Noul element se introduce naintea primului nod din lista;
- Noul element se adauga dupa ultimul element din lista;
- Noul element se intercaleaza intre doud nodustemnte.

Prima situatie necesitd modificarea capului de lista si de aceea este tratata separat.

Pentru inserarea valorii 40 iatrlista cu nodurile 30,50,70 se cauta prima valoare mai mare ca 40
si se insereazd 40 Tnaintea nodului cu 50. Opea@supune modificarea adresei de legaturd a
nodului precedent (cu valoarea 30), deci trebuie sa dispunem si de adresa lui. In exemplul urmétor se
foloseste o variabila pointer g pentru a retine mereu adresa nodului anterior nodului p, unde p este

nodul acarui valoare se compara cu valoarea de adaugat (deci avem merkg =F p).

A 4

—P> 30 \ ............................................... > 50 70 —p

q p

nou

Adaugarea unui nod la otfidésordonata necesita:
- crearea unui nod nou: alocare de memorie si completare cAmp de date;
- cautarea pozitiei din listd unde trebuie legat noul nod;
- legarea efectiva prin modificarea a doi pointeri: adresa de legaturad a nodului precedentgrai lega
noului nod (cu exceptia adaugéarii Tnaintea primului nod):
g—leg=nou; nou—leg=p;

/I 'insertie in listd ordonatd, cu doi pointeri
void insL (List & Ist, T x) {
Nod *p,*q, *nou ;

nou=(Nod*)malloc(sizeof(Nod))); /I creare nod nou ptr x

nou—val=x; /I completare cu date nod nou

if (Ist==NULL || x < Ist—>val) { /ldaca lista vida sau x mai mic ca primul elem
nou—leg=lst; Ist= nou; /I daca nou la inceput de lista

} else { /I altfel cauta locul unde trebuie inserat x
p=qg=lst; /I g este nodul precedent lui p
while( p '= NULL && p—val <x) {

g=p; p=p—leg; /I avans cu pointerii g si p
nou—leg=p; g—leg=nou; /I nou se introduce intre g si p
}

}
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Functia urm«toare foloseste un singur pointer
cu valoare mai mare cale®: (Anoud se |l eag« “~ntre ¢

void insL (List & Ist, T x) {
Nod* g, *nou ;
nou=(Nod*)malloc(sizeof(Nod)); // creare nod nou

nou—val=x;

if (Ist==NULL || x < Ist—>val) { // daca lista vida sau x mai mic ca primul
nou—leg=lst; Ist= nou; /I adaugare la inceput de lista
return;

}

g=Ist; /I ca sa nu se modifice inceputul listei Ist

while ( g—leg '=NULL && x > g—leg—val) /Il pana cand x < g—leg—val

q=q—leg;
nou—leg=q—leg; g—leg=nou; /I nou intre q si q—leg
}

O altd solutie este ca noul element sa se adauge dupa cel cu valoare mai mare (cu adresa p) si apoi
sé se schimbe intre ele datela dodurile p si nou; solutia permite utilizarea Tn functia de insertie a
unei functii de cautare a pozitiei unei valori date n listd, pentru a evita elemente identice n lista.
Stergerea unui element cu valoare data dintsta Tncepe cu cautarelementului in lista, urmatéa
de modificarea adresei de legaturd a nodului precedent celui sters. Fie p adresa nodului ce trebuie
eliminat si q adresa nodului precedent. Eliminarea unui nod p (diferit de primul) se realizeaza prin
urmatoarele operatii:

g—leg = p—leg; /I succesorul lui p devine succesorul lui g
free(p);
— 30 X—{ 40 » 50 —+—
AN e
g p |

Daca se sterge chiar primul nod, atunci trebuie modificatd si adresa de inceput a listei (primitd ca
argument de functia respectjva
Functia urm«toare elimin« nodul cu valoarea 0x/¢

void delL (List & Ist, T x) { // elimina element cu valoarea x din lista Ist
Nod* p=lIst, *g=lst;
while ( p '= NULL && x > p—val ) { // cauta pe x in lista (x de tip numeric)

q=p; p=p—leg; I/l g—leg == p (g inainte de p)
if (p—>val ==x) { /I daca x gasit
if (q==p) /I daca p este primul nod din lista
Ist= Ist—leg; /I modifica adresa de inceput a listei
else /I x gasit la adresa p
g—leg=p—leg; /I dupa g urmeaza acum succesorul lui p
free(p); /I eliberare memorie ocupata de elem. eliminat
}

}

Functia urmétoare de eliminare foloseste un singur pointer:

void delL (List & Ist, T x) {
Nod*p=Ist; Nod*q; /I q= adresa nod eliminat
if (x==lIst—val) { /l daca x este in primul element



44 Florian Moraru: Structuri de Date

g=lst; Ist=Ist—leg; /I g necesar pentru eliberare memorie
free(q); return;

while ( p—leg '=NULL && x > p—leg—val)
p=p—leg;
if (p—leg ==NULL || x I=p—leg—val) return; // x nu exista in lista
g=p—leg; /[ adresa nod de eliminat
p—leg=p—leg—leg;
free(q);

Inserarea si stergerea Hattistd ordonaté se pot exprima si recursiv:

/l inserare recursiva in listd ordonata
void insL (List & Ist, T x) {

Nod * aux;
if (Ist!=NULL && x > Ist—>val) // dac& x mai mare ca primul element
insL ( Ist—leg,x); /I se va introduce in sublista de dupa primul
else { /I lista vida sau x mai mic decat primul elem
aux=lst; /I adresa primului element din lista veche
Ist=(Nod*)malloc(sizeof(Nod));
Ist—>val=x; Ist—>leg= aux; /I noul element devine primul element
}

}

/I eliminare x din lista Ist (recursiv)
void delL (List & Ist, T x) {

Nod* g; [/l adresa nod de eliminat
if (Ist '= NULL) /l daca lista nu e vida
if (Ist>val '=x) /I daca x nu este in primul element
delL (Ist—leg,x); /I elimina x din sublista care urmeaza
else { /I daca x in primul element
g=lst; Ist=Ist—leg; /I modifica adresa de inceput a listei
free(q);
}

}

Functiile pentru operatii cu liste ordonate pot fi simplificate folosind liste cu element santinela si
alte variante de liste Tnlantuite.

4 A\N/ARIANTE DE LISTE INLANTUITE

Variantele de liste Tntalnite n literatura si in aplicatii pot fi grupate in:
- Liste cu structura diferita fatd de o listd simpla deschisé: liste circulare, liste cu element santinel3,
liste dublu Tnlantuite, etc.
- Liste cu elemente comune: un acelasi element apartine la doud sau mai multe liste, avand cate un
pointer pentru fiecare din liste. In felul acesta elementele pot fi parcurse si folosite in ordinea din
fiecare listd. Clasa LinkedHashSet din Java folosestasta idee pentru a mentine ordinea de
adaugare la multime a elementelor dispersate Th mai mai multe liste de coliziuni (sinonime).
- Liste cu auteor gani zar e, "n care fiecare el ement acce
Li st 0) . staelenferaeledolositecelenai frecvent se vor afla la Tnceputul listei si vor avea un
timp de regasire mai mic.
- Liste cu acces mai rapid si/sau cu consum mai mic de memorie.

O lista cu santineld contine cel putin un element (numit santineld), @re#tdlizarea listei si care
rdmane la inceputul listei indiferent de operatiile efectuate:
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X 1 2 3
0

A 4
A 4
A 4
A 4

Deoarece lista nu este niciodata vida si adresa de inceput nu se mai modifica la addugarea sau la
stergerea de elemente, operatiile sunt mai simple (riutrefauie tratat separat cazul modificarii
primului element din listd). Exemple de functii:

/I initializare lista cu santinela
void initL (List & Ist) {
Ist=(Nod*)malloc(sizeof(Nod));
Ist—>leg=NULL,; /I nimic Tn Ist—val
}
/I afisare lista cu santinela
void printL ( List Ist) {

Ist=Ist—leg; /I primul element cu date
while (Ist '= NULL) {
printf("%d ", Ist—>val); /I afisare element curent
Ist=Ist—leg; /I si avans la urmatorul element
}

}
/I inserare in lista ordonata cu santinela
void insL (List Ist, int x) {
Nod *p=lst, *nou ;
nou= (Nod*)malloc(sizeof(Nod));

nou—val=x;
while( p—leg '= NULL && x > p—leg—val)
p=p—leg;
nou—leg=p—leg; p—leg=nou; // nou dupa p
}

/Il eliminare din lista ordonata cu santinela
void delL (List Ist, int x) {
Nod*p=Ist; Nod*q;

while ( p—leg '=NULL && x > p—leg—val) /I cauta pe x in lista
p=p—leg;
if (p—leg ==NULL || x '=p—leg—val) return; /I daca x nu exista in lista
gq=p—leg; /I adresa nod de eliminat
p—leg=p—leg—leg;
free(q);
}
Simplificarea introdusa de elementul santineld este importanta si de aceea se poate folosi la stive
|l i ste " nl «ntuit eanteldalisté.i st e Askipd si alte va

In elementul santineld se poate memora dimensiunea listei (numérul de elemente cu date),
actualizat la addugare si la eliminare de elemente. Consecinta este un timp O(1) in loc de O(n) pentru
operatia de obtinere a dimensiunii listei (warca nu mai trebuie numarate elementele din listd). La
compararea a doud multimi implementate ca liste neordonate pentru a constata egalitatea lor, se
reduce timpul de comparare prin compararea dimensiunilor listelor, ca prima operatie.

In general se picticd memorarea dimensiunii unei colectii si actualizarea ei la operatiile de
modificare a colectiei, dar Tntr structurd@ (sau clasd) care defineste colectia respectiva, impreund cu
adresa de Tnceput a listei.

Prin simetrie cu unfolgsesie omeaeilsiaumeement térmimatorade sja s e
(Atail o), care poate contine o valoare mai mar e
simplificd conditia de cautare Trdrlistd ordonaté crescator. Elementul final este creat lalindrea
listei :
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void initL (List & Ist) {
Nod* term;
term= new Nod; /I crearea element terminator de lista
term—val=INT_MAX; // valoare maxima ptr o lista de numere intregi
term—leg=NULL;

Ist= new Nod; /I creare element santinela

Ist—>leg=term; /I urmat de element terminator

Ist—>val=0; /I si care contine lungimea listei
}

Exemplu de cautare a unei valori date-ntistd ordonaté cu element terminator:

Nod* findL (Nod* Ist, int x) {

Ist=Ist—leg; /I se trece peste santinela
while ( x > Ist—val) /l se opreste cand x < Ist->val
Ist=Ist—leg;
return Ist—>val==x ? Ist: NULL; /I NULL daca x negasit
}

Listele circulare permit accesul la orice element din listd pornind din pozitia curentd, fara a fi
necesard o parcurgere de la Tnceputul listei.-dntista circulard definitd prin adresa elementului
curent, nici nu este important care este primul sau ultimul element din lista.

—> 1 ) > 3 >
A\ 4

cap

Definitia unui nod de listd circulareste aceeasi ca la o listd deschisa. Modificari au loc la
initializarea listei si la conditia de terminare a listei: se compard adresa curentd cu adresa primului
element in loc de comparatie cu constanta NULL.

Exemplu de operatii cu o lista circulardelament sentinela:

/I initializare lista circulara cu sentinela
void initL (List & Ist) {
Ist = (Nod*) malloc (sizeof(Nod));  // creare element santinela
Ist—leg=lst; /I legat la el insusi
}
/I adaugare la sfarsit de lista
void addL (List & Ist, int x) {

Nod* p=lst; /l un cursor in lista

Nod* nou = (Nod*) malloc(sizeof(Nod));

nou—val=x;

nou—leg=lst; /I noul element va fi si ultimul

while (p—leg !=Ist) // cauta adresa p a ultimului element
p=p—leg;

p—leg=nou;

/I afisare lista

void printL (List Ist) { /I afisare continut lista
Nod* p= Ist—leg; /I primul elem cu date este la adr. p
while ( p !'=Ist) { /I repeta pana cand p ajunge la santinela
printf HVahd [, // @fisare obiect din pozitia curenta
p=p—leg; /I avans la urmatorul element
}

}
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4 5LISTE DUBLU INLANTUITE

Intr-o listd liniard dublu inlantuitd fiecare element contine doud adrese de legaturd: una cétre
elementul urmator si alta catre elementwdgadent. Aceasta structurd permite accesul mai rapid la
elementul precedent celui curent (necesar la eliminare din listd) si parcurgerea listei in ambele sensuri
(inclusiv existenta unui iterator in sens invers pe lista).

Pentru acces rapid la ambele etpale listei se poate defini tipul "DList" si ca o structurd cu doi
pointeri: adresa primului element si adresa ultimului element; acest tip de listd se numeste uneori
"deque" ("doubleended queue") si este folosita pentru acces pe la ambele capeteiale |

ultim

prim | a h R d
next

A 4

A 4
A 4
A 4

A
A
A

prev

Exemplu de definire nod de listd dublu inlantuita:

typedef struct nod { /I structura nod
T val, /I date
struct nod * next; /I adresa nod urmator
struct nod * prev; /I adresa nod precedent
} Nod, * DList;

O alta varianta de lista dublolantuita este o lista circulara cu element santineld. La cristea
se creeaza elementul santineld. Exemplu de initializare:

void initDL (DList & Ist) {
Ist = (Nod*)malloc (sizeof(Nod));
Ist>next = Ist—>prev = Ist;

}

In functiile care urmeaza nu se transmite adresa de Tnceput a listei la opegatiidemre si de
stergere, dar se specificd adresa elementului sters sau fatd de care se adaugéa un nou element. Exemple
de realizare a unor operatii cu liste dubiléntuite:

void initDL (List & Ist) {
Ist= (Nod*)malloc (sizeof(Nod));
Ist>next = Ist—>prev = NULL,; /I lista nu e circulara !

}
/I adauga nou dupa pozitia pos
void addDL (Nod* nou, Nod* pos) {
nou—next=pos—next;
Nnou—>prev=pos;
pos—next=nou;
}
/I insertie nou inainte de pozitia pos
void insDL ( Nod* nou, Nod * pos) {

Nod* prec ;

prec= pos—prev; /I nod precedent celui din pos
nou—prev = pos—prev; /I nod precedent lui nou
nou—next = pos; /I pos dupa nou

prec—next = nou; /I prec inaintea lui nou
pos—prev = nou; /I nou inaintea lui pos
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/I stergere element din pozitia pos
void delDL (Nod* pos) {
Nod * prec, *urm;

prec = pos—prev; /I predecesorul nodului de sters
urm = pos—next; /I succesorul nodului de sters
if (pos != prec) { /I daca nu este sentinela

prec—next = pos—next;
urm-—>prev = prec;
free(pos);
}
}

/I cauta pozitia unei valori in lista
Nod* pos (DList Ist, T x) {

Nod * p = Ist—next; /I primul element cu date

while ( p '= NULL && x != p—val) /I cauta pe x in lista
p=p—next;

if (p ==NULL) return NULL; /I negasit

else return p; /I gasit la adresa p

}

/I creare si afisare lista dublu-inlantuita
void main () {
int x; Nod *Ist, *p, *nou;
initDL(Ist); p= Ist;
for (x=1;x<10;x++) {
nou= (Nod*) malloc (sizeof(Nod));

nou—val=x;
addDL(nou,p); p=nou; /I 'insDL ( nou ,p); p=nou;
printDL ( Ist); /I afisare lista

/I sterge valori din lista
for (x=1;x<10;x++) {
p= pos(lst,x); /I pozitia lui x in lista
delDL(p); /I sterge din pozitia p
}

Functiile anterioare folosesc un cursor extern listei si pot fi folosite pentru a realiza orice operatii
cu o lista: insertie Tn orice pozitie, stergere din orice pozitie s.a.

Din cauza memoriei necesare unui pointer suplimentar la fiecare element trebuie cantarit castigul
de timp obtinut cu liste dubfinléntuite. Pozitionarea pe un element din listd se face de multe ori prin
cautare secventiald, iar la ciutare se poate retineaaglsFsentului precedent celui gasit:

Nod * p,*prev; /I prev este adresa nodului precedent nodului p
prev = p = Ist; /I sau p=lIst->next ptr liste cu santinela
while ( p '= NULL && x != p—val) { /I cauta pe x in lista
prev=p; p=p—>next;
}

4.6 COMPARATIE INTRE VECTORI Sl LISTE

Un vector este recomandat atunci c&wl facefrecvent un acces aleatofnu secvential)la
elementele listei (complexitate O(1)), ca in algoritmii de sortare, sau cand este necesard o regasire
rapidd pe baza pozitiei in listd sau pentru listele al caror continut nu se mai modificd si trebuie
mentinute Tn ordine (fiind posibila si o cAutare binard). Insertia si eliminarea de elemente in interiorul
unui vector au ~ ns« c o nehsieneavectotuleia O( n) , unde Anoa
O lista inlantuitd se recomanda atunci cand dimensiunea listei este greu de estimat, fiind posibile
multe adaugari si/sau stergeri din listd, sau atunci cand sunt necesare inserari de elemente in interiorul
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listei. Desi este pdisil accesul pozitional, printun indice intreg, la elementele unei liste Tnlantuite,
utilizarea sa frecventa afecteazéa negativ performantele aplicatiei (complexitatea O(n)).

Dacéd este necesard o colectie ordonatd, atunci se va folosi o listd pernmaoeatdo prin
procedura de adaugare la listd si nu se face o reordonare a unei liste Tni@ntaitel vectorilose
adauga la sfarsit si se ordoneaza numai la afisare sau cand este necesar

Vectorii au proprietatea de localizare a referintelor, @®epermite un acces secvential mai rapid
prin utilizarea unei me mor i i fcached (asa cum au
aceeasi masura si la reducerea timpului de prelucrare succesiva a elementelor unei liste tnlantuite (mai
dispersateén memorie). Din acelasi motiv structura de listd nléntuitd nu se foloseste pentru date
memorate pe un suport extern (disc magnetic sau optic).

Il deea memori ei Acached este deomemdria(cwtimpde acces
acces mai ma) prin citirea unor grupuri de date adiacente-Gntnemorie mai rapida (de capacitate
mai micd), in speranta cd programele fac un acces secvential la date ( foloseste datele in ordinea in
care sunt memorate).

Memorarea explicitd de pointeri conduceuta consum suplimentar de memorie, ajungéasella
situatii cdnd memoria ocupatd de pointeri (si de metadatele asociate cu alocarea dinamica de
memor i e) s« dep«seasc« cu mult memoria ocupat «

inteleg informat i | e f ol osite pentru gestiunea memori ei f
Aheapd au o dimensiune multiplu de 8, indi fere
multiplu, dar Tn orice caz nu pot avea orice dimensiune). Blocurile deone alocate dinamic sunt

legate Tmpreuna s | i st « " nl «ntuit «, Il a fel ca si bl ocur

care nu sunt adiacente Tn memorie. Fiecare element din lista spatiului disponibil sau din lista
blocurilor alocate estergcedat de lungimea sa si de un pointer catre urmatorul element din listd;
acestea sunt AfAmet ada tseoéupdBaiet peatiu sisteane e 82de biti  d i n a mi

Aceste considerente fac ca de multe ori s se prefere structura de vector Ginédstructuri cu
pointeri, tendintd accentuatd odatd cu cresterea dimensiunii memoriei RAM si deci a variabilelor
pointer (de |l a 4 octeti la 8 octeti). Se vorbest
cand se renunta la structusg tiste inléntuite sau de arbori cu pointeri Tn favoarea vectorilor.

Existd mai multenodalitéti dereducere sau deiminare a pointerilor din structurile de date:

- Fiecare nod de listd sau de arbore contine mai multe valori, deci se fac mai putére shlse

folosesc mai putine adrese de legatura (arbdrsRarbori B Tn memorie, liste cu vectori in noduri)

- Se pastreaza ideea de legare a unor date dispersate fizic dar nu prin pointeri ci prin indici Tn cadrul
unui vector; altfel spus, in locuhor adrese absolute de memaorie (pointeri) se folosesc adrese relative

in cadrul unui vector pentru legaturi. Aceasta solutie are si avantajul ca face descrierea unor algoritmi
independentd de sintaxa utilizarii de pointeri (sau de existenta tipurilotepdntrun limbaj de
programare) si de aceea este folosit« “"n unele
to Algorithmso de T. Cor men, C.Leiserson, R. Rive
foloseste pentru arbori binacium ar fi arbori Huffman sau alti arbori cu numar limitat de noduri.

- Se renunté la folosirea unor legaturi explicite intre date, pozitia datelor in vector va determina si
legaturile dintre ele. Cel mai bun exemplu in acest sens este structura déivieactoa p 0 ( vect or |
ordonat) care memoreaza un arbore binaruntwector fara a folosi legaturi: fiii unui nod aflat in

pozitia k se afla in pozitille 2*k si 2*k+1, iar parintele unui nod din pozitia j se afla in pozitia j/2. Un
altexemplu este sdlui a cea mai eficient« pentru structur a
dintr-un graf): un vector care contine o padure de arbori, dar in care se memoreaza numai indici cétre
parintele fiecarui nod din arbore (valoarea nodului este chiar indicela séaator).

Extinderea acestor idei si la alte structuri conduce Tn general la un consum mare de memorie, dar
poate fi eficientd pentru anumite cazuri particulare; un graf cu numar mare de noduri si arce poate fi
reprezentat eficient printy matrice de éacente, dar un graf cu numéar mic de arce si numar mare de
noduri se va memora mai eficient prin liste Tnlantuite de adiacente sauopmiatirice de biti.

Consideratiile anterioare nu trebuie sd conduca la neglijarea studiului structurilor de date care
folosesc pointeri (diverse liste Tnlantuite si arbori) din cateva motive:

- Structuri cu pointeri sunt folosite Tn biblioteci de clase (Java, C# s.a.), chiar daca pointerii sunt
mascati sub forma de referinte;
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Y

- Listele Tnlantuite si arborii cu pointeriopt constitui un fAmodel 6 de st
operatiile asupra acestor structuri), chiar si atunci cAnd implementarea se face cu vectori. Un exemplu
n acest sens il constituie listele Lisp, care sunt vazute de toatad lumea ca liste Tsdatagerbori,
desimulte implementari de Lisp folosesc vectori (numarul de listedrmtplicatie Lisp poate fi foarte
mare, iar diferenta de memorie necesara pentru vectori sau pointeri poate deveni foarte importanta).

Pentru a ilustra acest ultim agpevom exemplifica operatiile cu o listd Tnlantuitd ordonatd cu
santineld dar fara pointeri (cu indici Tn cadrul unui vector). Evolutia listei in cazul secventei de
adaugare a valorilor 5,3,7,1 :

val leg val leg val leg val leg val leg
o | 10] N I R 2 | A | 14
O s 1ol 51015 3] [5]3]
2 | I - e | - I N R
3 1 e D e v | 71 0]
4 1 1 I e 1 1 1] 2]

In pozitia 0 se afla mereu elementul santineld, care contine Tn campul de legaturd indicele
elementului cu valoare minima din listd. Elementul cu valoare maxima este ultimul din lista si are
zero ca legatura.

Ca si la listele cu pointeri ordinea fizica (5,3,7,1) difera de ordinea logica (1,3,5,7)

Lista se defineste fie prin doi vectori (vectw® valori si vector de legaturi), fie prinrdn vector de
structuri (cu cate doud campuri), plus dimensiunea vectorilor:

typedef struct {

int val[M], leg[M]; /l valori elemente si legaturi intre elemente
intn; /I nr de elemente in lista = prima pozitie libera
} List;

Afisarea valorilor din vector se face in ordinea indicata de legaturi:

void printLV (List a) {

int i=a.leg[0]; /I porneste de la primul element cu date
while (i>0) {

printf ("%d ",a.val[i]); // valoare element din pozitia i

i=a.leg[i]; /I indice element urmator

}
printf ("\n");
}

Insertia Tn listd ordonatéa foloseste metoda cu un pointer de la listele cu pointeri:

void insLV (List & a, int x) {
/I cauta elementul anterior celui cu x
int i=0;
while ( a.leg[i] '=0 && x > a.val[a.leg[i]])
i=a.leg[i];
/I x legat dupa vall[i]
a.leg[a.n]=a.leqg]i]; /! succesorul lui x

a.leg[i]= a.n; /I x va fi in pozitia n
a.val[a.n]=x; /I valoare nod nou
a.n++; /I noua pozitie libera din vector
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4.7COMBINATII DE LISTE SI VECTORI

Reducerea memoriei ocupate si a timpului de cautareoihistd se poate face daca in loc sa
memoram un singur element de date-imtmod de listd vom memora uector de elemente. Putem
deosebi doua situatii:

-Vectorii din fiecare nod al i stei au acel asi
dimensiunea memoriilor cache;

- Vectorii din nodurile listei au dimensiuni in progresie geometric&ipdrde la ultimul catre primul
(AVLI stso) .

Economia de memorie se obtine prin reducerea humarului de pointeri care trebuie memorati. O
listd de n date, grupate in vectori de cate m in fiecare nod necesitd numai n/m pointeri, in loc de n
pointeri ca into lista Tnlantuitd cu cate un element de date in fiecare nod. Numarul de pointeri este

chiarmaimicinto | i st « AVLI st o, upmMeodwiunt necesare numa
Castigul de timp rezultd atat din accesul mai rapid dupé indice (pozitie), cat si diralezal
referintelor inrun vector (folosit« de memorii. fcacheod) .

numarul nodului n care se afla elementul dorit si pozitia elementului Tn vectorul din acel nod.

La cautaredntr-o listd ordonaté cu vectori de rfremente in noduri numéarul de comparatii necesar
pentru localizarea elementului din pozitia k este k/m in loc de k .

Listele cu noduri de aceeasi di mensiune (AULI st
- Liste neordonate, cu noduri complete (cu cate m eleméntafara de ultimul;

- Liste ordonate, cu noduri avand intre m/2 si m elemente (un fel de arbori B).

Numaérul de noduri dinto astfel de lista creste cand se umple vectorul din nodul la care se adauga,
la adaugarea unui nou element la lista. Initial se ggiencu un singur nod, de dimensiune data (la
AULIi sto) sau de dimensiune 1 (la AVLIsto).

La astfel de liste ori nu se mai elimina elemente ori se elimind numai de la Tnceputul listei, cala o
listd stivd. De aceea o lista Ulist cu noduri complete estenaedatd pentru stive.

Exemple de operatii cu o stiva listd de noduri cu vectori de aceeasi dimensiune si plini:

#define M 4 /I nr maxim de elem pe nod (ales mic ptr teste)
typedef struct nod { /I un nod din lista

int val[M]; /I vector de date

int m; /I nr de elem in fiecare nod ( m <=M)

struct nod * leg; /I legatura la nodul urmator
} unod;

/I initializare lista stiva
void init (unod * & Ist){
Ist = new(unod); // creare nod initial
Ist->m=0; /I completat de la prima pozitie spre ultima
Ist->leg=NULL,;
}
/I adaugare la inceput de lista
void push (unod * & Ist, int x ) {
unod* nou;
/I daca mai e loc in primul nod
if (Ist->m < M)
Ist->val[lst->m++]=x;

else { /I daca primul nod e plin
nou= new(unod); /I creare nod nou
nou->leg=lst; /I nou va fi primul nod
nou->m=0; /I completare de la inceput
nou->val [nou->m++]=x; // prima valoare din nod
Ist=nou; /I modifica inceput lista

}

}

/I scoate de la inceput de lista
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int pop (unod* & Ist) {

unod* next;

Ist->m--;

int x = Ist->val[lst->m]; /I ultima valoare adaugata

if(Ist->m == 0) { /I daca nod gol
next=lIst->leg; /I scoate nod din lista
delete Ist;
Ist=next; /I modifica inceputul listei

}

return x;

}

/I afisare continut lista

void printL (unod* Ist) {

inti;

while (Ist '= NULL) {
for (i=Ist->m-1;i>=0;i--)

printf ("%d ", Ist->val[i]);

printf("\n");
Ist=Ist->leg;

}

}

In cazul listelor ordonate noile elemente se pot adauga in orice nod si de aceea se prevede loc
pentru adaugari (pentru reducerea humarului de operatii). Ad&ugaui element la un nod plin duce
la crearea unui nou nod si la repartizarea elementelor in mod egal intre cele dou& noduri vecine.

La eliminarea de elemente este posibil ca numéarul de noduri s& scada prin reunirea a doua noduri
vecine ocupate fiecareanputin de jumatate.

Pentru listele cu noduri de dimensiune m, dacad numarul de elementardmid scade sub m/2,
se aduc elemente din nodurile vecine; daca numarul de elemente din doud noduri vecine este sub m
atunci se reunesc cele doua noduriimtisingur nod.

Exemplu de evolutie a unei liste ordonate cu maxim 3 valori pe nod dupéd ce se adauga diverse

val or i (bara 6/ 6 desparte noduri succesive din
adauga lista
7 7
3 3,7
9 3,7,9
2 23179
11 2,3/7,9,11
4 2,3,4/7,9,11
5 2,3/4,5/17,9,11
8 23/45/7,8/9,11
6 2,3/456/7,81/9,11

Algoritm de adé@ugare a unealori x la o listd ordonaté cu maxim m valori pe nod:

cauta nodul p in care va trebui introdus x ( anterior nodului cu valori > x)
daca mai este loc Th nodul p atunci
adauga x In nodul p
daca nodul p este plin atunci {
creare nod nou si legare nou dupa nodul p
copiaza ultimele m/2 valori din p Th nou
daca x trebuie pus in p atunci
adauga x la nodul p
altfel
adauga x la nodul nou
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Exemplu de functii pentru operatii cu o listd ordonata in care figuadecontine intre m/2 si m
valori (un caz particular de arboret?):

/I initializare lista
void initL (unod * & Ist){

Ist = (unod*)malloc (sizeof(unod)); /I creare nod gol
Ist->m=0; Ist—>leg=NULL;
}
/I cauta locul unei noi valori in lista
unod* find (unod* Ist, int X, int & idx) { /I idx=pozitie x in nod
while (Ist—leg '=NULL && x > Ist—>leg—val[0])
Ist=Ist—leg;
idx=0;
while (idx < Ist—>m && x > Ist—val[idx])
idx++; /I poate fi egal cu m daca x mai mare ca toate din Ist
return Ist;
}

/I adauga x la nodul p in pozitia idx
void add (unod* p, int x, int idx) {

int i;

/I deplasare dreapta intre idx si m

for (i=p—m; i>idx; i--)

p—valli]l=p—valli-1];

p—vallidx]=x; /I pune x in pozitia idx

p—m ++; /I creste dimensiune vector
}

/I insertie x in lista Ist
void insL (unod * Ist, int x) {

unod* nou, *p;

int i,j,idx;

/I cauta locul din lista

p= find(Ist,x,idx); // localizare x in lista

if (p—>m < M) /I daca mai e loc in nodul Ist
add(p,x,idx);

else { /I daca nodul Ist e plin
nou=(unod*) malloc(sizeof(unod));
nou—leg=p—leg; /I adauga nou dupa p
p—leg=nou;

for (i=0;i<p—>m-M/2;i++) // muta jumatate din valori din p in nou
nou—val[i]l=p—val[M/2+i];
nou—»>m=p—m-M/2;

p—>m=M/2;
if (idx < M/2) /I daca x trebuie pus in p
add(p,x,idx); /I adauga x la nodul p
else /I daca x trebuie pus in nou
add (nou,x,idx-M/2);
}
}

O lista VList favorizeaza operatia de adaugare la inceput de listd. Exemplu de evolutie a unei liste
VList la addugarea succesiva a valorilor 1,2,3,4,5,6,7,8:

N
A 4
N
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4 » 3 2 > 1

5 4 » 3 2 > 1

6 5 4 » 3 2 > 1

7 6 5 4 » 3 2 > 1

8 > 7 6 5 4 » 3 2 > 1

Fiecare nod dinto listd VList contine dimensiunea vectorului din nod (o putere a lui m, unde m
este dimensiunea primului nod creat), adresa relativa in nod a ultimului element ad&dugat, vectorul de
elemente si legatura la nodul urmator. Numai primul nodi{isensiune maxima) poate fi incomplet.
Exemplu de definire:

#define M 1 /I dimensiunea nodului minim
/I def. nod de lista
typedef struct nod {

int *val; /I vector de date (alocat dinamic)
int max; /I nr maxim de elem in nod
inti; /I indicele ultimului element adaugat in val
struct nod * leg;
} vnod;

In cadrul unui nod elementele se adauga de la sfarsitul vectorului catre Tnceputul sdu, deci valoarea
lui i scade de la max la 0. Eliminarea primului element ebritstd VList se reduce lanérementarea
valorii lui i.

Pentru accesul la un element cu indice dat se compard succesiv valoarea acestui indice cu
dimensiunea fiecarui nod, pentru a localiza nodul in care se afla. Probabilitatea de a se afla in primul
nod este cca ¥ (functie de numdefectiv de elemente in primul nod), probabilitatea de a se afla in al
doilea nod este ¥4, s.a.m.d.

4.8TIPUL ABSTRACT LISTA (SECVENTA)

Vectorii si l i stele “"nl«ntuite sunt celne mai
literatra de specialitate si in realizarea bibliotecilor de clase existd doud abordéri diferite, dar n
esenta echivalente, ale tipului abstract "lista":

1) Tipul abstract "listd" este definit ca o colectie liniard de elemente, cu acces secvential la elementul
urmaétor (si eventual la elementul precedent), dup& modelul listelor inlantuite. Se foloseste notiunea de
element "curent" (pozitie curenta in listd) si operatii de avans la elementul urméator si respectiv la
elementul precedent.

In aceastd abordare, opeiratie s peci fice cl asei abstracte ALI
din pozitia curentd, inserare in pozitia curentd, avans la elementul urmétor, pozitionare pe elementul
precedent, pozitionare pe Inceput/sfarsit de lista :

T getL (List & Ist); /I valoare obiect din pozitia curenta

T setL (List & Ist, T x); /I modifica valoare obiect din pozitia curenta
int insL (List & Ist, T x); // inserare x in pozitia curenta

T delL (List & Ist); /I scoate si sterge valoare din pozitia curenta
void next (List Ist); /I pozitionare pe elementul urmétor

void first (List Ist); /I pozitionare la inceput de lista

S
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Pot fi necesare doué operatii de insertie in listd: una dupé pozitia curenté si alta inainte de pozitia
curentd. Pozitia curentéd sedificd dupa insertie.

Pentru detectarea sfarsitului de listd avem de ales intre functii separate care verificd aceste conditii
("end") si modificarea functiei "next" pentru a raporta prin rezultatul ei situatia limitd (1 = modificare
reusitd a pozitiecurente, O = nu se mai poate modifica pozitia curentd, pentra eguss la sfarsitul
listei).

2) Tipul abstract lista este definit ca o colectie de elemente cu acces pozitionalmpiindice intreg,
la orice element din listd, dupa modelul vectoril Accesul prin indice este eficient numai pentru
vectori, dar este posibil si pentru liste Tnlantuite.

I n acest caz, operatiile specifice tipului abs
toate Tntro pozitie data (deci acces poaital):

T getP (List & Ist, int pos); /I valoare obiect din pozitia pos

int setP (List & Ist, int pos, T x); // inlocuieste val din pozitia pos cu x
int insP (List & Ist, int pos, T x); /I inserare x in pozitia pos

T delP (List & Ist, int pos); /I sterge din pos si scoate valoare
int findP (List &Ist, Object x); /I determina pozitia lui x in lista

Diferenta dintre utilizarea celor doud seturi de operatii este aceeasi cu diferenta dintre utilizarea
unui cursor intern tipului I8t si utilizarea unui cursor (indice) extern listei si gestionat de
programator.

In plus, listele suportd operatii comune oricarei colectii:

initL (List &), emptyL(List), sizeL(List), addL(List&, T ), delL (List&, T ),
findL (List, T), printL (List).

O caracteristic« a ti pul-olstadsutsefacrcaui@rt fredvdnte dupd 0 e s
valoarea (continutul) unui element, dar cutarea dupa continut poate exista ca operatie pentru orice
colectie. In general se prelucreaza secventighrte sau toate elementele unei liste. In orice caz, lista
nu este considerata o structura de cautare ci doar o structurad pentru memorarea temporara a unor date.
Dintr-o lista se poate extrage o sublista, definita prin indicii de Tnceput si de sfarsit.

O listd poate fi folositd pentru a memora rezultatul parcurgerii unei colectii de orice tip, deci
rezultatul enumerarii elementelor unui arbore, unui tabel de dispersie. Asupra acestei liste se poate
aplica ulterior un filtru, care sa selecteze numaieaeédmente care satisfac o conditie. Elementele
listei nu trebuie s& fie distincte.

Parcurgerea (vizitarea) elementelor unei colectii este o operatie frecventd, dar care depinde de
modul de implementare al colectiei. De exemplu, trecerea la elementubudimdr-un vector se face
prin incrementarea unui indice, dar avansukinlista se face prin modificarea unui pointer. Pentru a
face operatia de avans la elementul urméator din colectie independentd de implementarea electiei s
introdus notiunea dedrator, ca mecanism de parcurgere a unei colectii.

Iteratorii se folosesatatpentru colectii liniare (list&ector), catsi pentru structuri neliniarggbel
de dispersiearbori binarisi nebinar).

Conceptul abstract de iterator poate fi implememtah céateva functii: initializare iterator
(pozitionare pe primul sau pe ultimul element din colectie), obtinere element din pozitia curentd si
avans la elementul urmétor (sau precedent), verificare sfarsit de colectie. Cursorul folosit de functii
pentrua memora pozitia curenta poate fi o variabila interna sau o varialei@&xolectiei

Exemplu de afisare a unei liste folosind un iterator care foloseste drept cursor o variabilda din
structura fAListo (cursor intern, invizibil pentr

typedef struct {
Nod* cap, * crt; /I cap lista si pozitia curenta
} List;

// functii ale mecanismului iterator: first, next, hasNext
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/I pozitionare pe primul element
void first (List & Ist) {
Ist.crt=Ist.cap—leg;
}
// daca exista un elem urmator in lista
int hasNext (List Ist) {
return Ist.crt '= NULL;
}
/I pozitionare pe urmatorul element
T next (List & Ist) {
T X;
if (! hasNext(Ist)) return NULL;
x=lIst.crt—val;
Ist.crt=Ist.crt—leg;

return x;
}
/I utilizare
T x; List list; /I List: lista abstracta de elem de tip T
first(list); /I pozitionare pe primul element din colectie
while ( hasNext(list)) { /I cat timp mai sunt elemente in lista list
x = next(list); /I x este elementul curent din lista list
printT (x); /I sau orice operatii cu elementul x din lista
}

Un iterator oferd acces la elementul urmator dintrolectie si ascunde detaliile de parcurgere a
colectiei, dar limiteaza operatiile asupra colectiei (de exemplu eliminarea elementului din pozitia
curentd sau insertia unui nou element Tn pozitia curentd nu sunt permise de obicei prin iterator
deoarece pot veni in conflict cu alte operatii de modificare a colectiei si afecteaza pozitia curenta).

O alternativa este programarea explicitad a vizitarineletelor colectiei cu apelarea unei functii de
prelucrare | a fiecare el ement vizitat; functi a
fiecarui element din colectie. Exemplu:

/I tip functie aplicator, cu argument adresa date
typedef void (*func)(void *) ;
/I functie de vizitare elemente lista si apel aplicator
void iter ( lista Ist, func fp) {
while (Ist!= NULL) { // repeta cat mai sunt elemente in lista
(*fp) (Ist—ptr); /I apel functie aplicator (Ist—ptr este adresa datelor)
Ist=Ist—leg; /I avans la elementul urmator

}
}

4 9LISTEN 8IPO

Dezavantajul principal al listelor inléntuite este timpul de cautare a unei valori date, prin acces
secvential; acest timp este proportional cu lungimea listei. Deaag@epropus o solutie de reducere a
acestui timp prin utilizarea de pointeri suplimentari Tn anumite elemente ale listei. Listele denumite
Askip |isto sunt | iste ordonate cu timp de c«ut ;
si tabelede dispersie). Timpul mediu de cdutare este de ordinul O(lg n), dar cazul cel mai defavorabil
este de ordinul O(n) (spre deosebire de arbori binari echilibrati unde este tot O(lg n).

Adresele de legaturd intre elemente sunt situate pe cateva nivelaiuepd O este legéatura la
elementul imediat urmator din listd , pe nivelul 1 este o legatura la un element aflat la o distantd d1, pe
nivelul 2 este o legéturd la un element aflat la o distantd d2 > d1 s.a.m.d. Adresele de pe nivelurile
1,2,3siurmatoatee per mit fAsalturi o "n |ist« pentru a aj.
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O lista skip poate fi privitd ca fiind formatad din mai multe liste paralele, cu anumite elemente
comune.

100 200 200 400 500 600 700 [00 ann

Cautarea ncepe pe niuemaxim si se opreste la un element cu valoare mai mica decéat cel cautat,
dupé care continua pe nivelul imediat inferior s.a.m.d. Pentru exemplul din desen, cautarea valorii 800
"ncepe pe nivel ul 2, isar eo di rwedtrdce apoi pesieeluldpr e st e
si se sare la elementul cu valoarea 700, dupa care se trece pe nivelul O si se cautd secvential intre 700
si 900.

Pointerii pe nivelurile 1,2 etc. impart lista in subliste de dimensiuni apropiate, cu posibilitatea de a
sari peste orice sublistd pentru a ajunge la elementul cautat.

Pentru simplificarea operatiilor cu liste skip, ele au un element santineld (care contine numarul
maxim de pointeri) si un element terminator cu o valoare superioara tuturor valorilor din listdesau
este acelasi cu santinela (liste circulare).

Fiecare nod contine un vector de pointeri la elementele urmatoare de pe cateva niveluri (dar nu si
dimensiunea acestui vector) si un camp de date.

Exemplu de definire a unei liste cu salturi :

#define MAXLEVEL 11 // limita sup. ptr nr maxim de pointeri pe nod

typedef struct Nod { /I structura care defineste un nod de lista
int val; /I date din fiecare nod
struct Nod *leg[1]; /I legdaturi la nodurile urmatoare

} Nod,;

De observat cé ordinea campurilor in structura Nod este important&, pentru cd vectorul de pointeri
poate avea o dimensiune variabild si deci trebuie sa fie ultimul camp din structura.

Functiile urmétoare lucreazéa cu o lista circulard, in care Ultmad de pe fiecare nivel contine
adresa primului nod (santineld).

/I initializare lista
void initL(Nod*& list) {
int i;
list = (Node*)malloc(sizeof(Node) + MAXLEVEL*sizeof(Node *));
for (i = 0; i <= MAXLEVEL; i++) /I initializare pointeri din santinela
list—legl[i] = list; /I listele sunt circulare
list>val = 0; /I nivelul curent al listei in santinela

}

// cauta in lista list o valoare data x
Nod findL(Nod* list, int x) {
int i, level=list>val;

Nod *p = list; /I lista cu sentinala
for (i = level; i >=0; i--) /I se incepe cu nivelul maxim
while (p—leg][i] !'= list && x > p—leg[i] —»val)
p = p—legl[i];
p = p—leg[O0]; /I cautarea s-a oprit cand x >= p->leg[i]->val
if (p !=list && p—val== x) return p; // daca x gasit la adresa p
return NULL; /I daca x negasit

Nivelul listei (num&r maxim de pointeri pe nod) poate creste la adaugarea de noduri si poate
scadea la eliminarea de noduri din listd. Pentru a stabili nbishémointeri la un nod nou (in functia
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de adaugare) se foloseste un generator de numere aleatoare in intervalul [0,1]: dacéa iese 0 nu se
adauga alti pointeri la nod, dacé iese 1 atunci se adauga un nou pointer si se repetd generarea unui nou
numar aleatqgrpana cand iese un 0. In plus, mai punem si conditia ca nivelul s nu creasca cu mai
mult de 1 la o adaugare de element.

Probabilitatea ca un nod sa aiba un pointer pe nivelul 1 este %, probabilitatea s& aiba un pointer pe
nivelul 2 este ¥4 s.a.md.

Functa de insertie in listd a unei valori x va realiza urmatoarele operatii:

cauta pozitia de pe nivelul O unde trebuie inserat x

determina nivelul noului nod (probabilistic)

daca e nevoie se creste nivel maxim pe lista

creare nod nou cu completare legéturi la nodul urmétor de pe fiecare nivel

Afisarea unei liste skip se face folosind numai pointerii de pe nivelul 0, la fel ca afisarea unei liste
simplu Tnlantuite.

Pentru a facilita Tntelegerea operatiei de insertie vom ebfggapcu o listd skip in care pot exista
maxim doud niveluri, deci un nod poate contine unul sau doi pointeri:

typedef struct node {

int val; /I valoare memorata in nod
struct node *leg[1]; /I vector extensibil de legaturi pe fiecare nivel
} Nod;

/I initializare: creare nod santinela
void initL(Nod* & hdr) {
hdr = (Nod*) malloc ( sizeof(Nod)+ sizeof(Nod*)); // nod santinela
hdr—leg[0] = hdr—leg[1]= NULL;
}
/I insertie valoare in lista
void *insL(Nod* head, int x) {
Nod *p1, *p0, *nou;
int level= rand()%2; /I determina nivel nod nou (0 sau 1)
/I creare nod nou
nou = (Nod*) malloc ( sizeof(Nod)+ level*sizeof(Nod*));
nou—val=x;
/I cauta pe nivelul 1 nod cu valoarea x
pl = head;
while ( pl1—leg[1] = NULL && x > pl—leg[1l] —val)
pl = pl-leg[l];
/I cauta valoarea x pe nivelul 0
pO = pl;
while ( pO—leg[0]!=NULL && x > pO—leg[0] —»val )
p0 = pO0—leg[0];
/I leaga nou pe nivelul 0
nou—leg[0]=p0—leg[0]; pO—leg[0]=nou;
if (level == 1) { /I daca nodul nou este si pe nivelul 1
/I leaga nou pe nivelul 1
nou—leg[l]=pl—leg[1l]; pl—leg[l]=nou;
}
}

Folosirea unui nod terminal al ambelor liste, cu valaangaxima posibild, simplificd codul
operatiilor de insertie si de eliminare noduri jotiista skip.
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4.10LISTE NELINIARE

Intr-o listd generald (neliniard) elementele listei pot fi de doua tipuri: elemente cu date (cu pointeri
la date) si elemda cu pointeri la subliste. O listd care poate contine subliste, pe oricate niveluri de
adancime, este o lista neliniara.

Li mbaj ul Lisp (ALiI st Processor 0) foloseste | i
(numere, siruri) cat si alte (suisfe. Listele generale se reprezinta in limbajul Lisp prin expresii; o
expresie Lisp contine un numar oarecare de elemente (posibil zero), incadrate intre paranteze si
separate prin spatii. Un element poate fi un atom (o valoare numerica sau un sgxgeasi@ Lisp.

In aceste liste se pot memora expresii aritmetice, propozitii si frazeudiritmbaj natural sau
chiar programe Lisp. Exemple de liste ce corespund unor expresii aritmetice in forma prefixata
(operatorul precede operanzii):

(-53) 5-3 0 expresie cu 3 atomi
(+1234) 1+2+3+4 0 expresie cu 5 atomi
(+1(+2(+34))) 1+2+3+4 0 expresie cu 2 atomi si o subexpresie

(/(+53)(-64)) (5+3)/ (6-4) 0 expresie cu un atom si 2 subexpresii

Fiecare element al unei liste Lisp contine doud campuri, numite CAR ( primul element din lista )
si CDR (celelalte elemente sau restul listei). Primul element-dlilitd este de obicei o functie sau
un operator, iacelelalte elemente sunt operanzi.

Imaginea unei expresii Lisp ca lista neliniara (aici cu doud subliste):

/ o] o]

I
+-5-3 - B4

O implementare eficientd a unei liste Lisp foloseste doua tipuri de noduri: noduri cu date (cu
pointeri la date) si noduri cu adresa unei subliste. Este posibila si utilizarea unui singur tip de nod cu
cate 3 pointeri: la date, la nodulnddreapta (din aceeasi listd) si la nodul de jos (sublista asociata
nodului). In figura urmatoare am considerat ca elementele atomice memoreaza un pointer la date si nu
chiar valoarea datelor, pentru a permite siruri de caractere ca valori.

val leg val leg val leg

v
A 4

Structura anterioard corespunde expresiei fard paranteze exterioare -8@)5B) prezenta
parantezelor pe toatd expresia (cum este de fapt in Lisp) necesitd adangeedement initial de tip
1, cu NULL “"n c©mpul Al egd si cu adresa el ement u
Urmeaza o definire posibild a unui nod de listd Lisp cu doi pointeri si un cadmp care aratd cum
trebuie interpretat primul pointer: ca adresé a utamasau ca adresa a unei subliste:

struct nod {

char tip; /1 tip nod (interpretare camp fAval 0)
void* val; /I pointer la o valoare (atom) sau la o sublista
struct nod* leg; /I succesorul acestui nod in lista

h
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Din cauza alinierii la multiplu de 4 octeti (pentru procesoare cu acces la memorie pe 32 de biti),
structura anterioard va ocupa 12 octeti. Folosind campuri de biti in structuri putem face ca un nod s&
ocupe numai 8 octeti:

typedef struct nod {

unsigned int tip:1 ; /I tip nod (O=atom,1=lista)

unsigned int val:31; /I adresa atom sau sublista

struct nod* leg; /I adresa urmatorului element
} nod;

I nterpretarea adr esee cddmmp ucl©niiptuil p of vsail On edceepsiintd«e
fi utilizatd. Exemplu de functie care afiseaza o listd Lisp cu atomi siruri, sub forma unei expresii cu
paranteze (in sintaxa limbajului Lisp):

/I afisare lista de liste

void printLisp (nod* p) { /I p este adresa de Tnceput a listei

if (p ==NULL) return; /I iesire din recursivitate

if (p—tip==0) /I daca nod atom
printf("%s ",(char*)p—val); /I scrie valoare atom

else { /I daca nod sublista
printf("("); /I atunci scrie o expresie intre paranteze
printLisp ((nod*)p—val); /I scrie sublista nod p
printf(")");

}

printLisp(p—leqg); /I scrie restul listei (dupa nodul p)

Expredile Lisp ce reprezintd expresii aritmetice sunt cazuri particulare ale unor expresii ce
reprezint« apeluri de functii ("n notatia prefi:
(functia f), apoi argumentele functiei (x,y,..), si in finalaplica functia valorilor argumentelor.

Exemplu de functie pentru evaluarea unei expresii aritmetice cu orice numar de operanzi de o
singura cifra:

/I evaluare expr prefixata cu orice numar de operanzi
int eval (nod* p) {

int x,z; char op;

/I evaluarea primului element al listei (functie/operator)

op= *(char*)p—val; /I primul element este operator aritmetic

p=p—leg; z=evall(p); // primul operand

while (p—leg '=NULL){ /I repeta cat timp mai sunt operanzi
p=p—leg;
x=evall(p); /I urmatorul operand
z=calc (op, z, x); /I aplica operator op la operanzii x si y

}

return z;

}

Functia evall evalueaza un singur operand (o cifrd sau o lista intre paranteze):

int evall (nod* p) {
int eval(nod*);

if (p—tip==0) /I daca e un atom
return *(char*)p—val -'0'; /I valoare operand (o cifra) in x
else /I daca este o sublista

return eval ((nod*)p—val); /I rezultat evaluare sublista in x

}
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Cele daa functii (eval si evall) pot fi reunite Taina singura.
Pentru crearea unei liste dittrexpresie Lisp vom defini mai intai doué functii auxiliare folosite la
crearea unui singur nod de lista:

/I creare adresa ptr un sir de un caracter
char * cdup (char c) {

char* pc=(char*) malloc (2));

*pc=c; *(pc+1)=0; /I sir terminat cu zero

return pc;

/I creare nod de lista
nod* newnode (char t, void* p, nod* cdr) {

nod * nou = new nod; /I nou= (nod*)malloc( sizeof(nod));
nou—tip=t; nou—val=(unsigned int) p; nou—leg=cdr;
return nou;

}

Exemplu de functie recursiva pentru crearea unei liste-dimtxpresie Lisp, cu rezultat adresa
noului nod creat (care este si adresa listei care incepe cu acel nod), dupfalarmat parantezele
exterioare expresiei:

nod* build ( char * & s) { /'l adresa 6s6 se modifica in funct
while (*s && isspace(*s) ) /I ignora spatii albe
++s;
if (*s==0) return O; /I daca sfarsit de expresie
char c= *s++; /I un caracter din expresie
i f (c==6)06) r et M gfamsit Supexpresie
if(c=="(") { /I daca inceput sublista
nod* val=build(s); /I sublista de jos
nod* leg =build(s); /I sublista din dreapta
return newnode (1,val,leg); // creare nod sublista
}
else /I daca c este atom

return newnode (0,cdup(c),build(s)); // creare nod atom

Orice lista Lisp se poate reprezenta si ca arborar avand toate nodurile de acelasi tip: fiecare
nod interior este o (sub)listd, fiul stanga este primul element din (sub)listd (o frunza cu un atom), iar
fiul dreapta este restul listei (un alt nod interior sau NIL). Exemplu:

/

+

\
/
5

P

\
3 NIL

Pentru expresii se foloseste o alta reprezentare prin arbori binari (descrisé in capitolul de arbori).
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Capitolul 5
MULTIMI SI DICTIONAR E

5.1TIPUL ABSTRACT "M ULTIME "

Ti pul abstract multime (ASeto) poate fi defini:i
cu toate operatiile asociate colectiilor. Fata de alte colectii abstracte, multimea are drept caracteristica
definitorie cautareainui element dupa continut, cautare care este o operatie frecventa si de aceea
trebuie sa necesite un timp cat mai mic. Principalele operatii cu 0 multime sunt:

void initS ( Set & s ); /I creare multime vida (initializare )
int emptyS ( Sets) ; /I test de multime vida : 1 daca s multime vida
int findS (Set s ,T x); /I 1 daca x apartine multimii s, 0 altfel

void addS ( Set & s, T x);// adauga pe x la multimea s

void delS ( Set & s, T x); /I elimina valoarea x din multimea s
void printS ( Set s); /I afisarea continutului unei multimi s
int sizeS( Set s); /I dimensiune multime

Pentru anumite aplicatii sunt necesare si operatii cu doud multimi:

void addAll (Set & s1, Set s2); /I reuniunea a doud multimi
void retainAll (Set & s1, Set s2); /Il intersectia a doud multimi
void removeAll (Set & s1, Set s2); // diferentd de multimi s1-s2
int containsAll (Set s1, Set s2); /I 1 daca sl contine pe s2

Multimea noud (reuniune, intersectie, diferentd) Tnlocuieste primulange(multimea s1). Nu
exista operatia de copiere a unei multimi-im@ltad multime, dar ea se poate realiza prin initializare si
reuniune multime vida cu multimea sursé :

initS (s1); addAll (s1,s2); /I copiere s2insl

Nu existd comparatie dewultimi la egalitate, dar se poate compara diferenta simetricid a doua
multimi cu multimea vid&, sau se poate scrie o functie mai performanta pentru aceasta operatie.

Ti pul Amul ti med poate fi i mpl ement degatuppsail N or i
multime de biti daca sunt putine elemente in multime. Cea mai simpla implementare a tipului abstract
multime este un vector neordonat cu adaugare la sfarsit. Realizarea tipului multime ca o listd
Tnlantuitd se recomanda pentru colectii de mialite multimi, cu continut variabil.

Daca sunt multe elemente atunci se folosesc acele implementari care realizeaza un timp de cautare
minim: tabel de dispersie si arbore de cautare echilibrat.

Anumite operatii se pot realiza mai eficient dacd multimiletsordonate: cautare element in
multime, reuniune de multimi, afisare multime Tn ordinea cheilor s.a.

Pentru cazul particular al unei multimi de numere ntregi cu valorutntdomeniu cunoscut si
restrans se foloseste si implementarea ptintvedor de biti, in care fiecare bit memoreaza prezenta
sau absenta unui element (potential) Tn multime. Bitul din pozitia k este 1 daca valoarea k apartine
multimii si este 0 daca valoarea k nu apartine multimii. Aceasta reprezentare ocupa putind memorie si
permite cel mai bun timp pentru operatii cu multimi (hnu se face o cautare pentru verificarea
apartenentei unei valori x la 0 multime, ci doar se testeaza bitul din pozitia x ).

Pentru multimi realizate ca vectori sau ca liste Tnlantuite, operatiile mgord multime se reduc
la operatii cu un vector sau cu o lista: initializare, cautare, adaugare, eliminare, afisare colectie,
dimensiune multime si/sau test de multime vida.

O multime cu valori mul tiple (fAMuletdarmedsted poat
listd (abstractd) pentru cd nu permite accesul direct la elemente. Justificarea existentei unei clase
Multiset in limbaje ca Java si C++ este aceea ca prin implementarea acestui tip cu un dictionar se
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reduce timpul necesar anumitor opignatuale cu multimi: compararea la egalitate a doud multimi cu
elemente multiple si eventual neordonate, obtinerea numérului de aparitii a unui element cu valoare
data si eliminarea tuturor aparitiilor unui element dat.

Ideea este de a memora fiecare @entlistinct o singura data dar impreuna cu el se memoreaza si
numarul de aparitii in multime; acesta este un dictionar avand drept chei elemente multimii si drept
valori asociate numarul de aparitii (un intreg pozitiv).

5.2APLICATIE : ACOPERIRE OPTIMA CU MULTIMI

Probl ema acoperiri:i optime cu mul ti mi (Aset
formuleaza astfel: Se da o multime scop S si 0 colectie C de n multimi candidat, astfel ca orice
element din S apartine cel putin unei multimi cantlide cere sa se determine numarul minim de
multimi candidat care acopera complet pe S (deci reuniunea acestor multimi candidat contine toate
elementele lui S).

Exemplu de date si rezultate :

S={12345}, n=4
ClAl={2} C[2]={1,3,5}, C[38]={23}, C[4]={2,4}

Solutia optima este :
{ C[2], C[4] }

Algoritmul "greedy" pentru aceasta problema selecteaza, la fiecare pas, acea multime C[k] care
acoperé cele mai multe elemente neacoperite incé din S (itgersecC[k] cu S contine numarul
maxim de elemente). Dupa alegerea unei multimi C[k] se modificA multimea scop S, eliminand din S
elementele acoperite de multimea C[k] (sau se reunesc candidatii seleetatniritime auxiliara A).

Ciclul de selectie esopreste atunci cand multimea S devine vida (sau cand A contine pe S).

Exemplu de date pentru care algoritmul "greedy" nu determina solutia optima :

S ={1,2,3,4,5,6}, n=4;

C[1]={2,3,4}, C[2]={ 1,2,3} , C[3] = {4,5,6}, C[4] ={1}

Soluia greedy este { C[1], C[3], C[2] }, dar solutia optima este { C[2], C[3] }

In programul urmator se alege, la fiecare pas, candidatul optim, adica cel pentru care intersectia cu
multimea scop are dimensiunea maxima. Dupa afisarea acelei multatiing®g& din multimea scop
elementele acoperite de multimea selectata.

Colectia de multimi este la randul ei o multime (sau o listd ) de multimi, dar pentru simplificare
vom folosi un vector de multimi. Altfel spus, pentru multimea C am ales direttrmemtarea printr
un vector. Pentru fiecare din multimile C[i] si pentru multimea scop S putem alege o implementare
prin liste Tnléntuite sau prin vectori, dar aceastd decizie poate fi amanatd dupd programarea
algoritmului greedy:

Set cand[100], scop, aux; /I multimi candidat, scop si o multime de lucru
int n; /I n= nr. de multimi candidat
void setcover () {
int i,imax,dmax,k,d ;
do {
dmax=0; /I dmax = dim. maxima a unei intersectii
for (i=1 ;i<=n ; i++) {
initS (aux); addAll (aux,scop); // aux = scop

retainAll (aux,cand[i]); /I intersectie aux cu cand]i]

d= size (aux); /I dimensiune multime intersectie

if (dmax <d) { /I retine indice candidat cu inters. maxima
dmax=d; imax=i;

}

printf ("%d ", imax); printS (cand[imax]); // afiseaza candidat
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removeAll (scop,cand[imax]); // elimina elemente acoperite de candidat
} while (! emptyS(scop));
}

Se poate verifica dacad problema admite solutie astfel: se reunesc multirdigacain se verifica
daca multimea scop este continutd in reuniunea candidatilor:

void main () {

int i;

getData(); /I citeste multimi scop si candidat
initS (aux); /I creare multime vida "aux"

for (i=1;i<=n;i++) /I reuniune multimi candidat

addAll (aux,cand[i]);
if (! containsAll(aux,scop))
printf (" nu exista solutie \n");
else
setcover();
}

5.3TIPUL "C OLECTIE DE MULTIMID ISJUNCTE"

Unele aplicatii necesitd gruparea elementelor unei multimi Tn mai multeustirnimdisjuncte.
Continutul si chiar numarul multimilor din colectie se modificA de obicei pe parcursul executiei
programului. Astfel de aplicatii sunt determinarea componentelor (subgrafurilor) conexe ale unui graf
si determinarea claselor de echivalgmébaza unor relatii de echivalenta.

O multime din colectie nu este identificatd printr nume sau un numar, ci priatn element care
apartine multimii. De exemplu, 0 componentd conexa -dintgraf este identificata printm numar
de nod aflat in comgnenta respectiva.

In literaturd se folosesc mai multe nume diferite pentru acest tip de date: "Disjoint Sets", "Union
and Find Sets", "Merge and Find Sets".

Operatiile asociate tipului abstract "colectie de multimi disjuncte" sunt:

- Initializare colectie ¢ de n multimi, fiecare multime k cu o valoare k: init (c,n)
- Gasirea multimii dintio colectie ¢ care contine o valoare data x: find (c,x)
- Reuniunea multimilor din colectia c ce contin valorile x siy : union (c,X,y)

In aplicatia de omponente conexe se creaza initial Tn colectie cate o multime pentru fiecare nod
din graf, iar apoi se reduce treptat numarul de multimi prin analiza muchiilor existente. Dupa
epuizarea listei de muchii fiecare multime din colectie reprezintd un subgrex.ddaca graful dat
este conex, atunci in final colectia va contine o singurd multime.

Cea mai bun« i mpl ementare pentru fADisjoint Set
acest vector reprezintd o padure de arbori. Elementele vectorulungdich{@drese) din acelasi vector
cu semnificatia de pointeri cétre nodul périnte. Fiecare multime este un arbore in care fiecare nod
(element) contine o legatura la parintele sdu, dar nu si legaturi cétre fii sadi. Radacina fiecarui arbore
poate contine ckegatura la parinte fie chiar adresa sa, fie o valoare nefolosita ca ifid)ce (

Pentru datele folosite anterior (8 varfuri in 3 componente conexe), starea finald a vectorului ce
reprezinta colectia si arborii corespunzatori arata astfel:

valoare 1 2 3 4 5 6 7 8
legatura -1 -1 1 -1 2 3 5 4

O W
~N— OI— N
o)
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In functie de codul folosit sunt posibile si alte variante, dacuiotrei arbori si cu aceleasi noduri
(se modifica doar radacina si structura arborilor).
Dacé se mai adaugd o muchie7 atunci se reunesc arborii cu radacinile in 1 si 2untsingur
arbore, iar in vectorul ce reprezinta cei doi arbori ramasi se ic@tifatura lui 2 (p[2]=1).
1 4
I\ |
3 2 8

Gasirea multimii care contine o valoare datd x se reduce la aflarea radacinii arborelai $a car
afld x, mergand in sus de la x cétre radacin&. Reunirea arborilor ce contin un x si un y se face prin
legarea radéacinii arborelui y ca fiu al radacinii arborelui x (sau al arborelui lui x la arborele lui y).

Urmeaza functiile ce realizeazd operatiilp e ci fi ce ti pul ui ADi sjoint

typedef struct {

int p[M]; /I legaturi la noduri parinte
int n; /I dimensiune vector
} ds;

/1 initializare colectie
void init (ds & c, int n) {

int i;
c.n=n;
for (i=1;i<=n;i++)
c.pli]=-1; /Il radacina contine legatura -1

}

/I determina multimea care contine pe x
int find ( ds c, int x) {
int i=x;
while ( c.p[i] > 0)
i=c.p[il;
return i;

}

/I reunire clase ce contin valorile x si y
void unif ( ds & c,int x,int y) {
int cx,cy;
cx=find(c,x); cy=find(c,y);
if (cx !=cy)
c.pleyl=cx;

In aceasta variantd operatia de cautare are un timp proportional cu adancimea arborelui, iar durata
operati ei de reuniune este practic aceadaadei cu
oper at i eau prépls nmtbde pentru reducerea adancimii arborilor. Modificarile au loc n
algoritm, dar structura de date ramane practic neschimbatad (tot un vector de indici catre noduri
parinte).

Prima idee este ca la reunirea a doioarin unul singur sd se adauge arborele mai mic (cu mai
putine noduri) la arborele mai mare (cu mai multe noduri). O solutie simpla este ca numarul de noduri
dintr-un arbore sa se pastreze Tn nodul radacind, ca numar negativ. Functia de reuniune teamultim
arata astfel:

void unif ( ds & c,int x,int y) {
int cx,cy;
cx=find(c,x); cy=find(c,y); /I indici noduri radacina
if (cx ==cy) return; /I daca x si y in acelasi arbore

S €

d
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if (c.p[cx] <= c.pley)) { /I daca arborele cx este mai mic ca cy
c.p[cx] += c.p[cy]; /I actualizare nr de noduri din cx
c.p[cy]=cx; /I leaga radacina cy ca fiu al nodului cx

} else { /I daca arborele cy este mai mic ca cx
c.plcy] += c.p[cx]; /I actualizare nr de noduri din cy
c.p[cx]=cy; /I cy devine parintele lui cx

}

}

A doua idee este ca n timpul cautérii fatr arbore sd se modifice legaturile astfel ca toate
nodurile din arbore s fie legate direct la rddéacina arborelui:

int find ( ds c, int x) {
if( c.p[x] <0)
return x;
return c.p[x]=find (c, c.p[x]);
}

In cazul unui graf cu 8 varfuri si muchiile& 57, 1-3, 25, 48, 1-6, 37 vor fi doi arbori cu 6 si
respectiv 2 noduri, iar vectorul p de legaturi la parinti va arata astfel:

i 1 2 3 456 7 8
pil 3 5 -6 2 3 3 5 4 T

Daca se mai adauga o muchid 2tunci inaltimea arborelui rdmas vadt 2 iar nodul 4 va avea
ca parinte radacina 3.

Reuniunea dupa dimensiunea arborilor are drept efect proprietatea cé nici un arbore cu n noduri nu
are Tnaltime mai mare ca log(n). Prin reunirea a doi arbori numarul de noduri din arborele rezultat
crese cel putin de doud ori (se dubleaza), dar Tnaltimea sa creste numai cu 1. Deci raportul dintre
Tnaltimea unui arbore si numarul sdu de noduri va fi mereu de ordingh)oRezultd ca si timpul
mediu de cautare iatm arbore cu n noduri va creste daagdritmic n raport cu dimensiunea sa.

Ca solutie alternativa se poate péstra indltimea fiecarui arbore n locul numarului de noduri, pentru
a adduga arborele cu Tnéltime mai mica la arborele cu Tnéltime mai mare.

5.4TIPUL ABSTRACT "D ICTIONAR "

Undictionar ( fAmapo), numi t si t a-bvaldare,dnscare i at i v,
cheile sunt distincte si sunt folosite pentru regasirea rapida a valorilor asociate. Un dictionar este o
structurd pentru cautare rapida (ca si multimea) ddceleasi implementari: vector sau listd de
“nregistr«ri dac« sunt putine chei S i tabel de
daca sunt multe chei si timpul de cautare este important. Cheia poate fi de orice tip.

Un dictionar poatdi privit ca o multime de perechi cheialoare, iar o multime poate fi privita ca
un dictionar in care cheia si valoarea sunt egale. Din acest motiv si implementarile principale ale celor
doua tipuri abstracte sunt aceleasi.

Operatiile principalegecifice unui dictionar, dupa modelul Java, sunt :

Introducerea unei perechi cheialoare intrun dictionar:

int putD (Map & M, Tk key, Tv val);

Extragerea dintun dictionar a valorii asociate unei chei date:

Tv getD ( Map M, Tk key);

Eliminarea uneperechi cu cheie daté dinin dictionar:
int delD (Map & M, Tk key);
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Am notat cu "Map" tipul abstract dictionar, cu Tk tipul cheii si cu Tv tipul valorii asociate; ele
depind de datele folosite in fiecare aplicatie si pot fi diferite sau identicemRuatocui tipurile Tk si
Tv cu tipul generic "void*", cu pretul unor complicatii in programul de aplicatie care foloseste
functiile "getD" si "putD".

Rezultatul functiilor este 1 (adevérat) daca cheia "key" este gasita sau 0 (fals) daca cheia "key"
este gasita. Functia "putD" modifica dictionarul, prin addugarea unei noi perechi la dictionar sau prin
modificarea valorii asociate unei chei existente.

Functiile "getD" si "putD" compara cheia primita cu cheile din dictionar, iar realizarea opdeatiei
comparare depinde de tipul cheilor. Adresa functiei de comparare poate fi transmisé direct acestor
functii sau la initializarea dictionarului.

La aceste operatii trebuie adaugate si cele de initializare dictionar (initD) si de afisare dictionar
(printD).

Este important& precizarea ca executia functiei "putD" cu o cheie existent& in dictionar nu adauga
un nou element (nu pot exista mai multe perechi cu aceeasi cheie) ci doar modifica valoarea asociata
chei.i existente. De pumrceée sm diuomeiendmunctmel od pd
multimi. In functie de implementare, operatia se poate realiza prin Tnlocuirea valorii asociate cheii
existente, sau prin eliminarea perechii cu aceeasi cheie, urmatd de adaugarea unei noi perechi.

Opemrtiile "getD" si "putD" necesitd o cautare Tn dictionar a cheii primite ca argument, iar aceasta
operatie poate fi realizata ca o functie separata.

Implementarile cele mai bune pentru dictionare sunt:

-Tabel de dispersie (AHash tabl eod)
- Arbori binariechilibrati de diferite tipuri
-Li ste Askipbo

Ultimele doud solutii permit si mentinerea dictionarului in ordinea cheilor, ceea ce le recomanda
pentru dictionare ordonate.

Pentru un dictionar cu numéar mic de chei se poate folosi si o implementare gimpt® lista
Tnlantuitd, sau prin doi vectori (de chei si de valori) sau puntsingur vector de structuri, care poate
fi si ordonat daca este nevoie.

De cele mai multe ori fiecare cheie are asociatad o singura valoare, dar exista si situatiingied o c
are asociata o listd de valori. Un exemplu este un index de termeni de la finalul unei carti tehnice, in
care fiecare cuvant important (termen tehnic) este trecut impreunad cu numerele paginilor unde apare
acel cuvant. Un alt exemplu este o listd dieriete Tncrucisate, cu fiecare identificator diotr
program sursa insotit de numerele liniilor unde este definit si folosit acel identificator.

Un astfel de dictionar este numit dictionar cu valori multiple sau dictionar cu chei multiple sau
multi-dici onar (AMul ti mapodo) . Un exemplu este crearea
ce linii dintr-un text sursa este folosit fiecare identificator. Exemplu de date initiale:

unu / doi / unu / doi / doi / trei / doi / trei / unu

Rezultatée programului pot aréta astfel (ordinea cuvintelor poate fi alta):

unu 1,3,9
doi 2,4,5,7
trei 6,8

Cuvintele reprezinta cheile iar numerele de linii sunt valorile asociate unei chei.
Putem privi aceasta lista si ca un dictionar cu ohétiple, astfel:
unu 1/doi2/unu3/doi4/doi5/trei6/doi7/trei 8

Oricare din implementéarile unui dictionar simplu poate fi folosita si pentru un multidictionar, daca
se Tnlocuieste valoarea asociatd unei chei cu lista val@aslociate acelei chei (un pointer la o listé
Tnl&ntuitd, n limbajul C).

O variant« de dictionar este dictionarul bi di
valorile sunt distincte putand fi folosite drept chei de cautaresimtr d i c tvieag rsar. fLian " ncer
de adaugare a unei perechicheial oar e (fAput Do) se poate el imina

valoare si deci dimensiunea dictionarului BiMap poate creste, poate raméne neschimbata (daca exista
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0 pereche cu aceeasi cheie dar doave diferitd) sau poate sa scada (daca exista o pereche cu aceeasi
cheie si 0 pereche cu aceeasi valoare). Structurile folosite de un BiMap nu diferd de cele pentru un
dictionar simplu, dar difera functia de adaugare la dictionar.

5.5IMPLEMENTARE DICT IONAR PRIN TABEL DE DISPER SIE

In expresia "tabel de dispersie”, cuvantul "tabel" este sinonim cu "vector".

Un tabel de dispersie (Aihash tableo) este un v
element se calculeaza din valoarea elanien iar aceste pozitii rezultd in general dispersate, fiind
determinate de valorile elementelor si nu de ordinea in care ele au fost adaugate. O valoare noué nu se
adauga in prima pozitie libera ci wutrpozitie care sa permita regasirea rapida a eiceslori (fara
cautare).

Ideea este de a calcula pozitia unui nou element in vector in functie de valoarea elementului.
Acelasi calcul se face atat la adaugare cat si la regasire :

- Se reduce cheia la o valoare numerica (daca nu este deja uninetfpozitiv);

-Se transfor m« num«r ul-unanbiteicoracttpenfrucvectbwll resgedtivg deh 0 )
reguld acest indice este egal cu restul impartirii prin lungimea vectorului (care e bine sa fie un numar
prim). Se pot folosi si alte metedctare sé& producd numere aleatoare uniform distribuite pe multimea
de indici n vector.

Procedura de calcul a indicelui din cheie se numeste si metoda de dispersie, deoarece trebuie sa
asigure dispersia cat mai uniforma a cheilor pe vectorul alonatpmemorarea lor.

Codul hash se calculeaza de obicei din valoarea cheii. De exemplu, pentru siruri de caractere codul
hash se poate calcula dupa o relatie de forma:

(2 s[k] * (k+1)) % m suma ptr k=0, strlen(s)
unde s[k] este caramul k din sir, iar m este valoarea maxima pentru tipul intreg folosit la
reprezentarea codului (int sau long). In esentd este o sumad ponderatd cu pozitia in sir a codului
caracterelor din sir (sau a primelor n caractere din sir).

O variantd a metodei arioare este o suma modulo 2 a caracterelor din sir.

Orice metoda de dispersie conduce inevitabil la aparitia de "sinonime", adica chei (obiecte) diferite
pentru care rezultd aceeasi pozitie in vector. Sinonimele se numesc si "coliziuni" pentru catenai mul
obiecte Tsi disputéd o aceeasi adresa in vector.

Un tabel de dispersie se poate folosi la implementarea unei multimi sau a unui dictionar;
diferentele apar la datele continute si la functia de punere in dictionar a unei perechialdze
(respectiv finctia de adaugare la multime).

Pentru a exemplifica sa considerdm un tabel de dispersie de 5 elemente in care se introduc
urmatoarele chei: 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 12. Resturile Timpartirii prin 5 ale acestor numere conduc la
indicii: 2, 3, 4, 0, 2, 30, 2. Dupa plasarea primelor 4 chei, in pozitille 2,3,4,0 rdmane libera pozitia 1
si vor aparea coliziunile 7 cu 2, 8 cu 3, 10 si 12 cu 5. Se observa ca este importanta si ordinea de
introducere a cheilor rin tabel de dispersie, pentru ca ea detercamdinutul acestuia.

O alta dimensiune a vectorului (de exemplu 7 in loc de 5) ar conduce la o alta distributie a cheilor
n vector si la alt numar de coliziuni.

Metodele de redistribuire a sinonimelor care poat fi grupate in:

1) Metode care calculeazfinoud adresa in acelasi vector pentru sinonimele ce gasesc ocupata pozitia
rezultat« din cal cul . fi-lea sshed )c,a uftice pga map Ipiozd ta
di spersie pentru coliziuni ( Afolosdscanwmitbidd memdriadar o al t
pot necesita multe comparatii. Pentru exemplul anterior, un tabel hash cu 10 pozitii ar putea aréta
astfel:

,

poz 0 1

2 3 4 6 7 8 9
val 5 10 2 3 8

5
4 5 12
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Pentru regasirea sirului 12 se calculeaza adresa 2 (12%10) si apoi se mai fac 5 comparatii pentru a
gasi sirul in una din urmatoarele pozitii. Numarul de comparatii depinde de dimensiumealwiest
poate fi foarte mare pentru anumite coliziuni.

O varianta este utilizarea a doi vectori: un vector in care se pun cheile care au gasit libera pozitia
calculata si un vector cu coliziuni (chei care au gasit pozitia ocupata):

2 3 4

Vector principal : 5 -
7 8 10 12

Vector coliziuni :

2) Metode care plaseaza coliziunile n liste inlantuite de sinonime care pleaca din pozitia rezultata din
calcul pentru fiecare grup de sinonime. Aceastd metodéd asigura un timp mai bunsie,relgé
foloseste mai multd memorie pentru pointeri. Este metoda preferata in clasele multime sau dictionar
pentru cd nu necesitd o estimare a numarului maxim de valori (chei si valori) ce vor introduse n
multime sau dictionar.

In acest caz tabelul diispersie este un vector de pointeri la liste de sinonime, iar castigul de timp
provine din faptul cd nu se cautd tottistd a tuturor cheilor si se cautd numai in lista de sinonime
care poate contine cheia cautatd. Este de dorit ca listele de sinshifi'ede dimensiuni cat mai
apropiate. Daca listele devin foarte lungi se va reorganiza tabelul prin extinderea vectorului si mérirea
numarului de liste.

0 5 10

1

5 2 7 12
3 3 8

4 4

Avantajele structurii anterioare sunt timpul de cautare foarte bun si posibilitatea de extindere
nelimitatd (dar cu degradarea performantelor). Timpul de cautare depinde de mai multi factori si este
greude calculat, dar o estimare a timpului mediu este O(1), iar cazul cel mai defavorabil este O(n).

Un dezavantaj al tabelelor de dispersie este acela ca datele nu sunt ordonate si ca se pierde ordinea
de adaugare la tabel. O solutie este addugarea unetdidteate elementele din tabel, in ordinea
introducerii lor.

De observat ca n liste sau in vectori de structuri se poate face cautare dupa diverse chei dar n
tabele de dispersie si in arbori aceasta céutare este posibild numai dupé o singuré clitgida stabi
crearea structurii si care nu se mai poate modifica sau inlocui cu o altd cheie (cu un alt camp).

Ideea Tinlocuirii unui sir de caractere printt numar ntreg (operatia de "hashing") are si alte
aplicatii: un algoritm eficient de cé@utare a unuide caractere iriun alt sir (algoritmul Rab#Karp),

n metode de criptare a mesajelor s.a.

In exemplul urméator se foloseste un dictionar tabel de dispersie in problema afisérii numarului de
aparitii al fiecarui cuvant distinct dintm text; cheile gnt siruri de caractere iar valorile asociate sunt
numere ntregi (numar de repetari cuvant):

#define H 13 /I dimensiune tabel hash
typedef struct nod { /I un nod din lista de sinonime
char * cuv; /I adresa unui cuvant
int nr; /I numar de aparitii cuvant
struct nod * leg; /I legatura la nodul urmator

} nod;
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typedef nod* Map [H]; /I tip dictionar
/I functie de dispersie
int hash ( char * s) {
int i,sum=0;
for (i=0;i< strlen(s);i++)
sum=sum+(i+1)*s[il;
return sum % H;
}
/I initializare tabel hash
void initD (Map d) {
int i;
for (i=0;i<H;i++)
d[i]=NULL;

/I afisare dictionar (lista dupa lista)
void printD (Map d) {
int i; nod* p;
for (i= O;i<H;i++) {
p=dl[il;
while (p '= NULL) {
printf ("%20s %4d\n", p—cuv,p—nr);
p=p—leg;
}
}
}

/I cautare (localizare) cuvant in dictionar
nod* locD (Map d, char * ¢) {

nod* p; int k;
k=hash(c); /l pozitie cheie c in vector
p=d[K]; /I adresa listei de sinonime
while ( p '= NULL && strcmp(p—cuv,c)) // cauta cheia c in lista
p=p—leg;
return p; /I p=NULL daca c negasit
}

/I adauga o pereche cheie-val la dictionar
void putD ( Map d, char * c, int nr) {
nod *p, *pn; int k;

k= hash (c);
if ( (p=locD (d,c)) '=NULL) // daca c exista in nodul p
p—nr=nr; /I modifica valoarea asociata cheii c
else { /I daca cheia nu era in dictionar
pn= new nod; /I creare nod nou
pn—cuv=c; pn—nr=nr; /I completare nod cu cheie si valoare
pn—leg= d[Kk]; d[k]=pn; /I adaugare la inceputul listei de sinonime
}
}

/I extrage valoarea asociata unei chei date
int getD (Map d, char* c) {

nod *p;
if ( (p=locD (d,c)) !'= NULL)
return p—nr; /I daca nu exista anterior
else
return O;
}
/I citire cuvinte, creare si afisare dictionar
int main () {

char numef[20], buf[128], * q;
Map dc; int nra;
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FILE *f;
printf ("nume fisier: "); scanf ("%s",numef);
f=fopen (numef,"r"); /I assert (f I=NULL);
initD (dc);
while (fscanf(f,"%s",buf) > 0) {
g= strdup(buf); /I creare adresa ptr sirul citit
nra =getD (dc,q); /I obtine numar de aparitii cuvant
if (nra ==0) /I daca e prima aparitie
putD (dc, q,1); /I pune cuvant in dictionar
else /I daca nu e prima aparitie
putD(dc,q,nra+1); /I modifica numar de aparitii cuvant
printD(dc); /I afisare dictionar
}
Pentru a face mai general tabelul de dispesiet em def i ni ti pul AMapo c

includa vectorude pointeri, dimensiunea lui (stabilita la initializarea dictionarului) si functia folosita
la compararea cheilor (un pointer la o functie).

5.6 APLICATIE : COMPRESIA LZW

Metoda de compresie LZW (Lemp2iv-Welch), in diferite variante, este cea rf@ositd metoda
de compresie a datelor deoarece nu necesitd informatii prealabile despre datele comprimate (este o
metoda adaptivd) si este cu atat mai eficace cu cat fisierul initial este mai mare si contine mai multa
redundanta.

Pentru texte scrise @ngleza sau Tn romana rezultatele sunt foarte bune doarece ele folosesc n
mod repetat anumite cuvinte uzuale, care vor fi Tnlocuite puimitod asociat fiecarui cuvant.

Metoda LZW este folositd de multe programe comerciale (gzip, unzip, s.a.) pretuforsnatul
GIF de reprezentare (compactd) a unor imagini grafice.

Metoda foloseste un dictionar prin care asociaza unor siruri de caractere de diferite lungimi coduri
numerice intregi si inlocuieste secvente de caractere din fisierul initial prin acesere. Acest
dictionar este cercetat la fiecare nou caracter extras din fisierul initial si este extins de fiecare data
cand se gaseste o secventa de caractere care nu exista anterior in dictionar.

Pentru decompresie se reface dictionarul construigtéipa de compresie; deci dictionarul nu
trebuie transmis impreuna cu fisierul comprimat.

Dimensiunea uzuald a dictionarului este 4096, dintre care primele 256 de pozitii contin toate
caracterele individuale ce pot apare in fisierele de comprimat.

Din motive de eficientd pot exista diferente importante intre descrierea principiald a metodei LZW
si implementarea ei in practica; astfel, sirurile de caractere se reprezinta tot prin numere, iar codurile
asociate pot avea lungimi diferite.

Se poate folosi unictionar format dinttun singur vector de siruri (pointeri la siruri), iar codul
asociat unui sir este chiar pozitia in vector unde este memorat sirul.

Sirul initial (de comprimat) este analizat si codificat-imingura trecere, fara revenire. La stng
pozitiei curente sunt subsiruri deja codificate, iar la dreapta cursorului se cautad cea mai lunga secventa
care exista deja n dictionar. Odata gasitd aceasta secventd, ea este inlocuitd prin codul asociat deja si
se adauga la dictionar o secventa ceanacter mai lunga.

Pentru exemplificare vom considera c« textul d
si arata astfel (sub text sunt trecute codurile asociate secventelor respective):

abbaabbaababbaaaalhd a
O|1/10|2 |42 | 6 |55 7 13|0

Dictionarul folosit Tn acest exemplu va avea in final urméatorul continut:

0=a/ 1=b / 2=0b (ab) / 3=1b (bb) / 4=1a (ba) / 5=0a (aa) / 6=2b (abb) / 7=4a (baa)
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8=2a (aba/ 9=6a (abba) / 10=5a (aaa) / 11=5b (aab) / 12=7b (baab) / 13=3a (bba)

Intr-o variantd putin modificaté se asociaza codul O cu sirul nul, dupé care toate secventele de unul
sau mai multe caractere sunt codificate primtmumar intreg si un caracter:
1=0a/ 2=0b / 3=1b (ab) / 4=2b (bb) / 5=2a (ba) / ...

Urmeaza o descriere posibila pentru algoritmul de compresie LZW:

initializare dictionar cu n coduri de caractere individuale
w = NIL; k=n /I w este un cuvant (o secventa de caractere)
repeta cat timp mai exista caractere neprelucrate
citeste un caracter ¢
daca w+c existaindictonar // 6+06 pentru concatenare de siruri
W = W+C /I prelungeste secventa w cu caracterul ¢
altfel
adauga wc la dictionar cu codul k=k+1
scrie codul lui w
w=c

Este posibila si urmétoarea formulare a algoritmului de compresie LZW:

initializare dictionar cu toate secventele de lungime 1

repeta cat timp mai sunt caractere
cauta cea mai lunga secventa de car. w care apare in dictionar
scrie pozitia lui w in dictionar
adauga w plus caracterul urmator la dictionar

Apli carea acestui algoritm pe sirul fabbaabb
rezumata n taelul urmétor:

w c w+cC k scrie (cod w)
nul a a

a b ab 2=ab 0 (=a)

b b bb 3=bb 1 (=b)

b a ba 4=ba 1 (=b)

a a aa 5=aa 0 (=a)

a b ab

ab b abb 6=abb 2 (=ab)

b a ba

ba a baa 7=baa 4 (=ba)

a b ab

ab a aba 8=aba 2 (=ab)

a b ab

ab b abb

abb a abba 9=abba 6 (=abb)
a a aa

aa a aaa 10=aaa 5 (=aa)

a a aa

aa b aab 1ll=aab 5 (=aa)
b a ba

ba a baa

baa b baab 12=baab 7 (=baa)
b b bb

bb a bba  13=bba 3 (=bb)
a - a 0 (=a)

In exemplul urmétor codurile generate sunt afisate pe ecran:
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/I cauta un sir in vector de siruri
int find (char w[], char d[][8], int n) {
inti;
for (i=0;i<n;i++)
if (stremp(w,d[i])==0)
return i
return -1;

/I functie de codificare a unui sir dat
void compress (char * in) {

char dic[200][8]; /I max 200 de elemente a cate 7 caractere
char w[8]="",w1[8], c[2]={0};
int k; char * p=in; /I p =adresa caracter in sirul de codificat

/I initializare dictionar
strcpy(dic[0],"a"); strcpy(dic[1],"b");
// ciclul de cautare-adaugare in dictionar

k=2; /I dimensiune dictionar (si prima pozitie libera)
while (*p) { / cat timp mai sunt caractere in sirul initial
c[O]=*p; /[ un sir de un singur caracter
strepy(wl,w); /I wl=w
strcat(w,c); fw=w+c
if( find(w,dic,k) <0) { /I daca nu exista in dictionar
strepy(dic[K],w); /l adauga in prima pozitie libera din dictionar
printf("%d | ",find(w1,dic,k)); /I scrie codul lui w
k++; /I creste dimensiune dictionar
strepy(w,c); /l'in continuare w=c
p++; /I avans la caracterul urmator din sir
}
}
Dimensiunea dictionarulus € poate reduce dac« folosim drept
obtinuti din codul k si caracterul 6cb6 ad«ugat |
Ti mpul de c«utare “n dictionar se poate reduce

singur vector, dacu un consum suplimentar de memorie.

Rezultatul codificarii este un sir de coduri numerice, cu mai putine elemente decéat caractere in
sirul initial, dar castigul obtinut depinde de méarimea acestor coduri; dacé toate codurile au aceeasi
lungime (de ex 1biti pentru 4096 de coduri diferite) atunci pentru un numar mic de caractere in sirul
initial nu se obtine nici o compresie (poate chiar un sir mai lung de biti). Compresia efectiva incepe
numai dupé ce-au prelucrat cateva zeci de caractere din siralizat.

La decompresie se analizeaza un sir de coduri numerice, care pot reprezenta caractere individuale
sau secvente de caractere. Cu ajutorul dictionarului se decodifica fiecare cod intalnit. Urmeaza o
descriere posibila pentru algoritmul de decoaspr LZW.:

initializare dictionar cu codurile de caractere individuale
citeste primul cod k;
w = sirul din pozitia k a dictionarului;
repeta cat timp mai sunt coduri
citeste urmatorul cod k
cauta pe k in dictionar si extrage valoarea asociata c
scrie ¢ in fisierul de iesire
adauga w + c[0] la dictionar
wW=¢

Dictionarul are aceeasi evolutie ca si in procesul de compresie (de codificare).
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void decompress (int cod[], int n) {

char dic[100][8]; /I max 100 de elemente a cate 7 caractere
char w[8]="",e[8]={0},c[2]={0};
intik;

/I initializare dictionar
strcpy(dic[0],"a"); strcpy(dic[1],"b");
k=2;
printf("%s|",dic[0]); // caracterul cu primul cod
strepy(w,dic[0]); /I w=dic[K]
for (i=1;i<n;i++) {

strcpy(e,dic[cod[i]]); /I sirul cu codul cod[i]
printf("%s|",e);
c[0]=e[O];
strcpy(dic[k++],strcat(w,c)); /I adauga la dictionar un nou sir w+c
strcpy(w,e);
}
}

Codurile generate de algoritmuEZW pot avea un numdr variabil de biti, iar la decompresie se
poate determina numarul de biti in functia de dimensiunea curenta a dictionarului. Dictionarul creat
poate fi privit ca un arbore binar completat nivel cu nivel, de la stanga la dreapta:

baa

Notand cu k nivelul din arbore, acelasi cu dimensiunea curentd a dictionarului, se observa ca
numarul de biti pe acest nivel este &y +1.
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Capitolul 6
STIVE SI COZI
6.1LISTE STIVA
O stiv« este 0o |ist« cu acces | a un singur <capfg
sunt inserare n prima pozitie si stergere din prima pozitie (eventititesdin prima pozitie). Aceste
operati.i sunt denumite traditional Apusho (pu
pozitia din |ist«, care este implicit« . O s

deoarece ulinul element pus este primul care va fi extras din stiva.
Operatiile asociate tipului abstract "stiva" sunt:
- initializare stiva vida (initSt)
- test stiva vida (emptySt)
- pune un obiect pe stiva (push)
- extrage obiectul din varful stivei (pop)
- obtine valoare obiect din varful stivei, fard scoatere din stiva (top)
Operatiile cu o stiva pot fi privite ca niste cazuri particulare de operatii cu liste oarecare, dar este
mai eficientd o implementare directd a operatiilor "push” si "pop".
In STL operatia de scoatere din stiva nu are ca rezultat valoarea scoasa din stiva, deci sunt separate
operatiile de citire varf stiva si de micsorare dimensiune stiva.
O solutie simpla este folosirea directa a unui vector, cu adaugare la sfarsit (in prithediper)
pentru "push” si extragerea ultimului element, pentru "pop".
Exemplu de afisare a unui numéar intreg fard semn in binar, prin memorarea in stiva a resturilor
Tmpartirii prin 2, urmaté de afisarea continutului stivei.

void binar (int n) {

int st[100],vs, b; /I stiva "st" cu varful in "vs"
vs=0 ; /I indice varf stiva
while (n > 0) {
b=n% 2 ;n=n/2 /I b = rest impartire prin 2
st[vs++]=b ; / memoreaza b in stiva
while (vs > 0) { /I cat timp mai e ceva in stiva
b=st[--vs]; /l scoate din stivain b
printf ("%d ",b); /I si afiseaza b

}
printf ("\n");
}

Varful stivei (numit si "stack pointer") poate fi definit ca fiind pozitia primei pozitii libere din stiva
sau ca potie a ultimului element pus in stiva. Diferenta de interpretare are efect asupra secventei de
folosire si modificare a varfului stivei:

void binar (int n) {

int st[100],vs, b; /I stiva "st" cu varful in "vs"
vs=-1; /I indice varf stiva (ultima valoare pusa in stiva)
while (n > 0) {
b=n% 2 ;n=n/2; /I b = rest impartire prin 2
st[++vs]=b ; /I memoreaza b in stiva
while (vs >= 0) { /I cat timp mai e ceva in stiva
b=st[vs--]; /I scoate din stiva in b

printf ("%d ",b); /I si afiseaza b
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}
printf ("\n");
}

Ca si pentru alte colectii de date, vom prefera definirea unor functii pentru operatii asociate
structurii de stivd. Vom exemplifica cu o stiva realizatd ca un vector, cu addugaregsiesia
sfarsitul vectorului.

#define M 100 /I dimens maxima stiva
typedef struct {

T st[M]; /I stiva vector

int sp; /I virful stivei
} Stack;

/I initializare stiva
void initSt (Stack & s) {
s.sp =0;
}
/] test stiva goala
int emptySt ( Stack s) {
return (s.sp == 0);
}
/I pune in stiva pe x
void push (Stack & s, T x) {
assert (s.sp < M-1); /I verifica umplere stiva
s.st [++ s.sp]=x;
}
/I scoate in x din stiva
T pop (Stack & s) {
assert (s.sp >=0); /I verifica daca stiva nu e vida
return s.st [s.sp --];

T top (Stack s) { /l valoare obiect din varful stivei
assert (s.sp >=0); /I verifica daca stiva nu e vida
return s.st [s.sp ];

Dimensionarea vectorului stiva estfifficila in general, dar putem folosi un vector extensibil
dinamic (alocat si realocat dinamic). Modificérile apar numai initializarea stivei si la punere n stiva.

De asemenea, se poate folosi o listd Tnlantuitd cu adaugare si extragere numai la listeputul
(mai rapid si mai simplu de programat). Exemplu:

typedef struct s {
T val;
struct s * leg;
} nod ;
typedef nod * Stack; /] tipul Stack este un tip pointer
/I initializare stiva
void initSt ( Stack & s) {
s = NULL;
}
/] test stiva goala
int emptySt (Stack s) {
return ( s==NULL);
}
/I pune in stiva un obiect
void push (Stack & s, T x) {
nod * nou;
nou = (nod*)malloc(sizeof(nod));
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nou—val = X; nou—leg = s;
S = nou;

}
/I scoate din stiva un obiect

T pop (Stack & s) {

nod * aux; T x;

assert (s != NULL);

X = s—val;

aux=s—leg; free (s);

S = aux;

return x;

/l obiect din varful stivei
T top (Stack s) {

assert (s != NULL);

return s—val;

}

Daca sunt necesare stive cu continut diferit Tn acelasi program saurdaceeasi stiva trebuie
memorate date de tipuri diferite vom folosi o stiva de pointeri "void*".

Prima si cea mai importanta utilizare a unei stive a fost in traducerea apelurilor de functii, pentru
revenirea corecta dintr secventa de apeluri de rfiaat:

int main () { void f1 () { void 2 () { void 3 () {
(), 2(); 13() -
a: .. al: ... az: ...

} . , } }...

In stiva se pursuccesiv adresele a,al si a2 pentru ca la iesirea din f3 sa se saré la a2, la iesirea din
f2 se sare | a al, S i |l a i esirea din f1l1 se revine

Pentru executia corecta a functiilor recursive se vor pune Tn aceeasi stiva si valorile argumentelor
formale si ale variabilelor locale.

Aplicatiile stivelor sunt cele in care datele memorate temporar in lista stiva se vor utiliza in ordine
inversa punerii lor Tn stiva, cum ar fi Tn memorarea unor comenzi date sistemului de operare (ce pot fi
readuse g executie), memorarea unor modificari asupra unui text (ce pot fi anulate ulterior prin

operati.i de tip Aundoo) , memor area paginilor W
me mor area marcaj el or -unrigier KML| pentry Versficasea wtiliz&riialar s 0 ) di
corecte, “"mpreun« cu marcajele finale (fiend tags

Cealalatd categorie importanta de aplicatii sunt cele in care utilizarea stivei este solutia alternativa
(iterativd) a unor functii recursive (direct sau indirect rewe)s

6.2 APLICATIE : EVALUARE EXPRESII AR ITMETICE

Evaluarea expresiilor aritmetice este necesaréuinfsrogram interpretor BASIC, TAtm program
de calcul tabelar (pentru formulele care pot apare in celulele foii de calcul) si in alte programe care
admit ca intrari expresii (formule) si care trebuie sa furnizeze rezultatul acestor expresii.

Pentru simplificare vom considera numai expresii cu operanzi numerici intregi de o singura cifra,
la care rezultatele intermediare si finale sunt tot intregi ci&a.

Problema evaluarii expresiilor este aceea cé ordinea de aplicare a operatorilor din expresie (ordinea
de calcul) este diferitd in general de ordinea aparitiei acestor operatori Tn expresigéirurgere
de la stanga la dreapta). Exemplu:

(576/2)*(1+3)
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Evaluarea acestei expresii necesita calculele urmatoare (in aceasta ordine):
6/2=3,53=2,1+3=4,2*4=8

Ordinea de folosire a operatorilor este determinatd de importanta lor (inmultirea si Tmpartirea sunt
maiimportante ca adunarea si scaderea) si de parantezele folosite.

Una din metodele de evaluare a expresiilor necesitd doud etape si fiecare din cele douéd etape
utilizeaza céate o stiva :
- Transformarea expresiei in forma postfixata, folosind o stiva datope
- Evaluarea expresiei postfixate, folosind o stivd de operanzi (de numere).

In forma postfixatd a unei expresii nu mai exista paranteze, iar un operator (binar) apare dupa cei
doi operanzi folositi de operator. Exemple de expresii postfixate:

Expresie infixata Expresie postfixata
1+2 12+
1+2+3 12+3+
1+ 4/2 142/+
(5-6/2)*(1+3) 562/-13+*

Ambele etape pot folosi acelasi tip de stiva sau stive diferite ca tip de date.

Comparand cele doud forme aleeuexpresii se observa ca ordinea operanzilor se pastreaza n
sirul postfixat, dar operatorii sunt rearanjati in functie de importanta lor si de parantezele existente.
Deci operanzii trec direct din sirul infixat in sirul postfixat, iar operatorii tresiriri postfixat numai
din stiva. Stiva memoreaza temporar operatorii pana cand se decide scoaterea lor in sirul postfixat.

Algoritmul de trecere la forma postfixata cu stiva de operatori arata astfel:

repetd pana la terminarea sirului infixat
extrage urmatorul caracter din sir in ch
daca ch este operand atunci trece ch in sirul postfixat
daca ch este (" atunci se pune ch in stiva
daca ch este )" atunci
repeta panala ‘('
extrage din stiva si trece in sirul postfixat
scoate '(' din stiva
daca ch este operator atunci
repeta cat timp stiva nu e goala si prior(ch) <= prior(operator din varful stivei)
scoate operatorul din stiva in sirul postfixat
pune ch in stiva
scoate operatori din stiva in sirul postfixat

Functia urméatoare foloseste o stiva de caractere:

void topostf (char * in, char * out) {

Stack st; /I stiva de operatori
char ch,op;
initSt (st); /I initializare stiva
while (*in !1=0) { /I repeta pana la sfarsit sir infixat
while (*in=="") ++in; // ignhora spatii dintre elementele expresiei
ch=*in++; /I urmatorul caracter din sirul infixat
if (isdigit(ch)) /I daca ch este operand
*out++=ch; /I trece ch in sir postfixat
if (ch=="(")
push(st,ch); /I pune paranteze deschise in stiva
if (ch==")")

/I scoate din stiva toti operatorii pana la o paranteza deschisa
while (emptySt(st) && ( op=pop(st)) '='(")
*out++=op; /I si trece operatori in sirul postfixat
else { /I daca este un operator aritmetic
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while (emptySt(st) && pri(ch) <= pri(top(st))) // compara prioritati op.
*out++=pop(st); /I trece in sirul postfixat operator de prior. mare

push(st,ch); /I pune pe stiva operator din sirul infixat
}
}
while (! empty(st) ) /I scoate din stiva in sirul postfixat
*out++=pop(st);
*out=0; /I ptr terminare sir rezultat
}

Functia "pri" are ca rezultat prioritatea operatorului primit ca argument:

int pri (char op) {

int k,nop=6; /I numar de operatori
char vop[ I."'7} 6 (//dabel detoperatori
intpr(]1={0,1,1,2,2} /I tabel de prioritati
for (k=0;k<nop;k++)
if (op==vop[k]) /I cauta operator in tabel
return pr[k]; /I prioritate operator din pozitia k
return -1; /I operator negasit in tabel
}
Evolutia stivei de operatori la transformarea expresiei-8y(© 3*1
infix 8 / (6 - 2 ) + 3 * 1
stiva de ( ( *
operatori / / / [+ +
postfix 8 6 2 - | 3 1 * +

La terminarea expresiei analizate mai pot rdmane in stivA operatori, care trebuie scosi in sirul
postfixat. O altd solutie este sd se puna de la inceput in stiva un rcéoladie si ca terminator de
expresie (6;06), cCu prioritate mini m«. Alt« solwu
ciclul principal pana la golirea stivei (ultima parantezd din sirul de intrare va scoate din stiva toti
operatorii ramagi

Evaluarea expresiei postfixate parcurge expresia de la stanga la dreapta, pune pe stiva toti
operanzii Tntalniti, iar la gasirea unui operator aplicd acel operator asupra celor doi operanzi scosi din
varful stivei si pune in stiva rezultatul partial iolot.

Evolutia stivei la evaluarea expresiei postfixate 8643 1 * + va fi:

8

86

862

84 (4=6-2)
2 (2=8/4)
23

231

23 (3=1*3)
5 (5=2+3)

Functie de evaluare a unei expresii postfixate cu operanzi de o singura cifra:
int eval ( char * in) {

Stack st; /] stiva operanzi
int t1,t2,r; char ch;
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initSt (st); /I initializare stiva
while (*in 1= 0) {
ch=*in++; /I un caracter din sirul postfixat
if (isdigit(ch)) /I daca este operand
push(st,ch-'0"); /I pune pe stiva un numar intreg
else { /I daca este operator
t2=pop (st); tl=pop (st); // scoate operanzi din stiva
r=calc (ch,t1,t2); /I evaluare subexpresie (t1 ch t2)
push (st,r); /I pune rezultat partial pe stiva
}
}
return pop(st); /I scoate rezultat final din stiva

Functia "calc" calculeazé valoarea unei expresii cu numai doi operanzi:

int calc ( char op, int x, inty, char op) {
switch (op) {
case '+': return x+y;
case '-': return x-y;
case "*': return x*y,
case '/": return x/y;
default: return O; /I nu ar trebui sa ajunga aici !

Evaluarea unei expresii postfixate se poate face si qorifinctie recursiva, fard a recurge la o
stiva. [deea este aceea ca orice operator se agwiggra rezultatelor unor subexpresii, deci se

poate aplica definitia recursiva urméatoare:
<pf> ::= <val> | <pf> <pf> <op>

unde: <pf> este o expresie postfixatd, <val> este o0 valoare (un operand numeric) si <op> este un
operator aritmetic.
Expresia posixaté este analizaté de la dreapta la stanga:

void main () {
char postf[40]; // sir postfixat
printf ("sir postfixat: );
gets (postf);
printf ("%d \n", eval(postf, strlen(postf)-1));

}
Functia recursiva de evaluare poate folosi indici saut@diim sirul postfixat

int eval (char p[], int& n){ // n=indicele primului caracter analizat
int x,y; char op;

if (n<0) return O; /I daca expresie vida, rezultat zero
if (isdigit(p[n])) { /l daca este operand
return p[n--] - '0"; /I rezultat valoare operand

}
else { /I daca este operator

op=p[n--]; /I retine operator

y=eval(p,n); /I evaluare operand 2

x=eval(p,n); /I evaluare operand 1

return calc (op, X, Y);

}
}
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Eliminarea stivei din algoritmul dé&ecere la forma postfixatd se face prin-asmita analiza
descendent recursiva, cu o recursivitate indirecta de forma:
A—->B—>A sau A—->B->C-HA

Regulile gramaticale folosite in analiza descendent recutsiva sunt urmatoarele:

expr ::= termen | expr + termen | expr - termen
termen ::= factor | termen * factor | termen / factor

factor ::= numar | (expr)

Functiile urmatoare realizeaza analiza si interpretarea unor expresii aritmetice corecte sintactic.
Fiecare functie primeste un pointer cerezintd pozitia curentd in expresia analizata, modifica acest
pointer si are ca rezultat valoarea (sub) expresiei. Functia "expr" este apelatd o singurd datad in
programul principal si poate apela de mai multe ori functiile "term" si "fact", pentru analiza
subexpresiilor continute de expresie

Exemplu de implementare:

/I valoare (sub)expresie
double expr (char *& p ) {

double term(char*&);

char ch; double t,r;

r=term(p);

if (*p==0) returnr;

while ( (ch=*p)=="+'|| ch=="-") {

t=term (++p);

if(ch=="+") r +=t;
else r-=t;

}

return r;

}

/[ valoare termen
double term (char * & p) {

double fact(char*&);

char ch; double t,r;

r=fact(p);

if(*p==0) return r;

while ( (ch=*p)=="*"|| ch=="") {
t= fact (++p);
if(ch=="") r *=t;
else r/=t;

}

returnr;

}
/[ valoare factor
double fact (char * & p) {
double r;
if (*p=="() {
r=expr (++p);
p++;
return r;
}
else
return strtod(p,&p);

}

/I p= inceput (sub)expresie in sirul infixat
/I prototip functie apelata

/It = rezultat expresie

/I primul (singurul) termen din expresie
/I daca sfarsit de expresie

/I pot fi mai multi termeni succesivi

/I urmatorul termen din expresie

/I aduna la rezultat partial

/I scade din rezultat partial

/I p= inceput termen in sirul analizat
/I prototip functie apelata

/I primul (singurul) factor din termen
/I daca sfarsit sir analizat
/I pot fi mai multi factori succesivi
/[ valoarea factorului urmator
/I modifica rezultat partial cu acest factor

/I p= inceputul unui factor

/I r = rezultat (valoare factor)

/'l daca incepe cu paranteza 6(6
/l valoarea expresiei dintre paranteze

/I peste paranteza ')’

/l este un numar
// valoare numar

Desi se bazeaza pe definitii recursive, functiile de analizd a subexpresiilor nu sunt direct recursive,
folosind o rescriere iterativa a definitiilor dupa cum urmeaza:
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opad ::=+ |-
expr ::= termen | termen opad termen [opad termen]...

6.3ELIMINAREA RECURSIVIT ATII FOLOSIND O STI VA

Multe aplicatii cu stive pot fi privite si ca solutii alternative la functii recursive pentru aceleasi
aplicatii.

Eliminarea recursivitatii este justificatd atunci cand dimensiunea maximiévea wstilizate de
compilator limiteaza dimensiunea problemei care trebuie rezolvata prin algoritmul recursiv. In stiva
implicitd se pun automat parametri formali, variabilele locale si adresa de revenire din functie.

Functiile cu un apel recursiv urmat dée operatii sau cu mai multe apeluri recursive nu pot fi
rescrise iterativ fara a utiliza o stiva.

In exemplul urméator se afiseazd un numar intreg n in binar (in baza 2) dupa urmatorul rationament:
sirul de cifre pentru n este format din sirul de cgentru (n/2) urmat de o cifrd 0 sau 1 care se obtine
can% 2. De exemplu, numaml= 22 se afiseaza in binar ca 10110 (16+4+2)

10110 este sirul binar pentru 22 (22 =11*2 +0)
1011 este sirul binar pentru 11 (11=5*2+1)

101  este sirul binar pentru 5 (5=2%*2 +1)
10  este sirul binar pentru 2 (2=1*2+0)
1 este sirul binar pentru 1 (1=0*2+1)

Forma recursiva a functiei de afisare in binar:

void binar (int n) {

if (n>0) {
binar (n/2); /I afiseaza in binar n/2
printf("%d", n%?2); /I si apoi o cifra binara
}

}

Exemplul urmator aratd cum se poate folosi o stiva pentru rescrierea iterativa a functiei recursive
de afisare n binar.

void binar (int n) {

int b ; Stack st; /I st este stiva pentru cifre binare

initSt (st);

while (n > 0) { /I repeta cat se mai pot face impartiri la 2
b=n% 2;n=n/2; /I b este restul unei impartiri la 2 (b=0 sau 1)
push(st,b); /I memoreaza rest in stiva

while (I emptySt(st)) { // repeta pana la golirea stivei
b=pop(st); /l scoate din stivain b
printf ("%d ",b); /I si afiseaza
}
}

In cazul functiilor cu mai multe argumente se va folosi fie o stiva de structuri (sau de pointeri la
strucuri), fie o stivd matrice, in care fiecare linie din matrice este un element al stivei (daca toate
argumentele sunt de acelasi tip).

Vom exemplifica prin functii nerecursive de so
numai argumentelecasee modi fi c« " ntre apel uri (nu si wvecto

Functia urméatoare foloseste o stivd de numere intregi:
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void gsort (int af], int i, intj) {
int m; Stack st;

initSt (st);
push (st,i); push(st,j); /I pune argumente initiale in stiva
while (I sempty(st)) { / repeta cat timp mai e ceva in stiva
if (i<j){ /I daca se mai poate diviza partitia (i,))
m=pivot(a,i,); /I creare subpartitii cu limita m
push(st,i); push(st,m); /I pune i si m pe stiva
i=m+1; /I pentru a doua partitie
}
else { // daca partitie vida
j=pop (st); i=pop(st);  // refacere argumente din stiva (in ordine inversa!)
}
}
}

Dezavantajul acestei solutii este acela ca& argumentele trebuie scoase din stiva in ordine inversa
introducerii br, iar cand sunt mai multe argumente se pot face erori.

In functia urmatoare se foloseste o stiva realizata ca matrice cu doua coloane, iar punerea pe stiva
Tnseamné adaugarea unei noi linii la matrice:

typedef struct {
int st{M][2]; /I stiva matrice
int sp;

}Stack;
/I operatii cu stiva matrice

void push ( Stack & s, int x, inty) {
s.st [s.sp][0]=x;
s.st [s.sp][1]=Y;
S.Spt+t;

}
void pop ( Stack & s, int &%, int & y) {
assert (! emptySt(s));
S.sp--;
x= s.st [s.sp][0];
y=s.st [s.sp][1];
}
/I utilizare stiva matrice
void gsort (int af], int i, int j) {
int m; Stack st;
initSt (st);
push (st,i,)); /I pune i si j pe stiva
while (! emptySt(st)) {
if(i<j){
m=pivot(a,i,j);
push(st,i,m); /I pune i si m pe stiva
i=m+1;
}
else {
pop (st,i,j); /I scoate i sij din stiva

Atunci cand argumentele (care se modificd Tntre apeluri) sunt de tipuri diferite se va folosi o stiva
de structuri (sau de pointeri la structuri), ca in exemplul urmator
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typedef struct { /I o structura care grupeaza parametrii de apel

inti,j; /I pentru gsort sunt doi parametri intregi
} Pair;
I/ operatii cu stiva
typedef struct {
Pair st[M]; /I vector de structuri
int sp; /I varful stivei
} Stack;
void push ( Stack & s, int x, inty) { // pune x si y pe stiva
Pair p;
p.i=X; p.j=y;

s.st [s.sp++]=p;

void pop ( Stack & s, int & X, int & y) { // scoate din stiva in x siy
assert (! emptySt(s));
Pair p = s.st [--s.5p];
X=p.i; y=p.j;

Utilizarea acestei stive de structuri este ide
S i Apopd au mai multe argumente, "~ n aceeasi or di

6.4LISTE COADA

O coada ("Queue"), numita si listd BIR"First In First Out") este o lista la care adaugarea se face
pe la un capat (de obicei la sfarsitul cozii), iar extragerea se face de la celalalt capét (de la inceputul
cozii). Ordinea de extragere din coada este aceeasi cu ordinea de introducaijrceea ce face
utild o coada n aplicatiile unde ordinea de servire este aceeasi cu ordinea de sosire: procese de tip
"vanzator- client" sau "producéatorconsumator”. In astfel de situatii coada de asteptare este necesard
pentru a acoperi o diferéntemporara intre ritmul de servire si ritmul de sosire, deci pentru a memora
temporar cereri de servire (mesaje) care nu pot fi Inca prelucrate.

Operatiile cu tipul abstract "coadd" sunt:

- initializare coada (initQ)

- test coada goala (emptyQ)

- adawa un obiect la coada (addQ, insQ, enqueue)
- scoate un obiect din coada (delQ, dequeue)

In STL existd in plus operatia de citire din coada, fara eliminare din coada. Ca si alte liste
abstracte, cozile pot fi realizate ca vectori sau ca liste Tnlantuiteonditia suplimentara ca durata
operatiilor addQ si delQ sa fie minima ( O(1)).

O coada nlantuitd poate fi definita prin :

- Adresa de inceput a cozii, iar pentru adaugare sa se parcurga toatad coada (listd) pentru a gasi
ultimul element (drata operatiei addQ va fi O(n));

- Adresele primului si ultimului element, pentru a elimina timpul de parcurgere a listei la adaugare;

- Adresa ultimului element, care contine adresa primului element (coada circulard).

A

A 4
v
A 4
A 4
\ 4

ptim T ultim

Programul urmétor foloseste o lista circulara definitd prin adresa ultimului element din coada, fara
element santinela:
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typedef struct nod {
int val;
struct nod * leg;
} nod, *coada,;
/I initializare coada
void initQ ( coada & q) {
g=NULL;
}
/I scoate primul element din lista (cel mai vechi)
int delQ ( coada & q) {
nod* prim; int x;

if (q!=NULL) { /I daca coada nu e vida
prim= g—leg; /I adresa primului element
X = prim—val; /I valoarea din primul element
if (g==g—leqg) /I daca era si ultimul element
g=NULL; /I coada ramane goala
else /I daca nu era ultimul element
g—leg=prim—leg; // succesorul lui prim devine primul
free(prim); /I eliberare memorie
return x; /I rezultat extragere din coada
}

}

/I adaugare x la coada, ca ultim element
void addQ (coada & q, int x) {
nod* p = (nod*) malloc(sizeof(nod)); // creare nod nou
p—val=x; /I completare nod nou
if (q==NULL) { /I daca se adauga la o coada goala
g=p; p—leg=p; /I atunci se creeaza primul nod

else { // daca era ceva in coada
p—leg=g—leg; // se introduce p intre q si q->leg
q—leg=p;
q=p; /I si noul nod devine ultimul
}
}

/I afisare coada, de la primul la ultimul
void printQ (coada q) {
if (g==NULL) return; // daca coada e goala

nod* p = q—leg; /I p= adresa primului nod

do { // un ciclu while poate pierde ultimul nod
printf ("%d ",p—val);
p=p—leg;

} while (p '=g—legq);

printf ("\n");

}

Implementarea unei cozi priatin vector circular (numit si buffer circular) limiteaz& numarul
maxim de valori ce pot fi memorate temporar Tn coada. Caracterul circular permite reutilizarea
locatiilor eliberate prin extragerea unor valori din coada.

Campul "ultim" contine indicele din vector unde se va adauga un nou element, iar "prim" este
indicele primului (cel ui ma i vechi) el ement din
coada e gala si cand coada e plind, vom memora si numérul de elemente din coada. Exemplu de
coada realizata ca vector circular:

#define M 100 /I capacitate vector coada
typedef struct {
int nel; /I numar de elemente in coada
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T elem [M]; /I coada vector
int prim,ultim ; /I indici in vector
} Queue ;

/I operatii cu coada vector
void initQ (Queue & q) { // initializare coada
g.prim=q.ultim=0; q.nel=0;

int fullQ (Queue q) { /I test coada plina
return (g.nel==M);

}

int emptyQ (Queue q) { // test coada goala
return (g.nel==0);

void addQ (Queue & q, T x ) { // introducere element in coada
g.nel++;
g.elem[q.ultim]=x;
g.ultim=(qg.ultim+1) % M ;

}

T delQ (Queue & q) {
T X;
g.nel--;
x=q.elem[q.prim];
g.prim=(qg.prim+1) % M ;

/I extrage element dintr-o coada

return x;
}
Exemplu de secventa de operatii cu o coada de numai 3 elemente :
Operatie X prim ultim nel elem fullQ emptyQ
initial 10 0 0 000 T
addQ 10 1 1 100
addQ 2 0 2 2 120
addQ 30 0 3 123 T
delQ 11 0 2 023
addQ 4 1 1 3 423 T
delQ 2 2 1 2 403
addQ 5 2 2 3 453 T
delQ 30 2 2 450
delQ 4 1 2 1 050
addQ 6 1 0 2 056
delQ 5 2 0 1 006
delQ 6 0 0 0 000 T

O coada poate prelua temporar un numar variabil de elemente, care vor fi folosite Tn aceeasi ordine
in care au fost introduse in coada. In sigientle operare apar cozi de procese aflateoTamumita

stare (blocate Tn asteptarea unor evenimente sau gata de executie dar cu prioritate mai mica decét

procesul in executie). Simularea unor procese de servire foloseste de asemenea cozi de clienti in

asteptarea momentului cand vor putea fi serviti (prelucrati).
Intrun proces de servire exist« una

saudu

ma i

unor clienti. Intervalul dintre sosirile unor clienti succesivi, ca si timpii de serdrgry diversi
clienti sunt variabile aleatoare in intervale cunoscute. Scopul simulérii este obtinerea unor date
statistice, cum ar fi timpul mediu si maxim dintre sosire si plecare client, numéarul mediu si maxim de
clienti in coada de asteptare la stafie,vederea imbunatatirii procesului de servire (prin adaugarea

altor statii de servire sau prin reducerea timpului de servire).

Vom considera cazul unei singure statii; clientii care sosesc cand statia e ocupaté ‘otcéadt

de asteptare si sunerwiti Tn ordinea sosirii si/sau in functie de anumite prioritati ale clientilor.

mu |

Imediat dupa sosirea unui client se genereazd momentul de sosire al unui nou client, iar cand incepe

t
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servirea unui client se genereazad momentul plecarii acelui client. &aga face Trimn interval dat

de timp tmax.

Vom nota cu ts timpul de sosire a unui client la statie si cu tp timpul de servire a unui client (sau de
prelucrare a unei cereri). Acesti timpi se calculeazd cu un generator de numere aleataare, intr
interval dat de valori (functie de timpul mediu dintre doi clienti si respectiv de servire client).

Simularea se poate face in mai multe moduri:

- Intervalul de simulare este impartit in intervale egale (secunde, minute); scurgerea timpului este
simulata printrun ciclu, iar valorile variabilei contor reprezinta timpul curent din proces. Durata
simularii este Tn acest caz proportionald cu marimea intervalului de timp simulat. In fiecare pas se
compara timpul curent cu timpul de producere a unor evenimente geagterior (sosire client
si plecare client).

- Se foloseste o coada ordonatd de evenimente (evenimente de sosire si de plecare clienti ), din
care evenimentele se scot in ordinea timpului de producere. Durata simularii depinde de numarul
de evenimente prade ntrun interval dat si mai putin de marimea intervalului.

Algoritmul de simulare care foloseste o coada ordonatd de evenimente poate fi descris astfel:

pune in coada de eveni mente un eveniment fAsosireo
se face server liber
repeta cat timp coada de evenim nu e goala {
scoate din coada un eveniment
daca timpul depaseste durata simularii se termina
daca este un eveniment fAsosired
daca server liber {
se face server ocupat
calculeaza alt timp tp
puneincoadauneve ni ment fApl ecared cu tp

o
—~

altfel {
pune client in coada de asteptare
calculeaza alt timp ts
pune in coada un eveniment Asosireo cu ts
}
daca eveni ment fiplecareo {
daca coada de clienti e goala
se face server liber

altfel {

scoate client din coada de asteptare

pune in coada un eveni ment fAplecared cu tp
}

In cazul particular al unei singure cozi (o singura statie de servire) este suficient sd alegem intre
urméatoarea sosire (cerere) si urmatoarea plétzterminare servire) ca eveniment de tratat :

/I calcul timp ptr urmatorul eveniment, aleator distribuit intre limitele min si max
int calc (int min, int max) {
return min + rand()% (max-min+1);

int main() {
int ts,tp,wait; /I ts=timp de sosire, tp=timp de plecare
int tmax=5000; // timp maxim de simulare
int s1=25,52=45; // timp minim si maxim de sosire
int p1=23,p2=47; //timp minim si maxim de servire
Queue g; /I coada de cereri (de sosiri)
ts =0 + calc(sl,s2); // prima sosire a unui client
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tp = INT_MAX; /I prima plecare din coada
initQ(q);
while (ts <= tmax) {
if (ts <=tp) { /I daca sosire
if (empty(q)) /l daca coada era goala
tp=ts + calc(pl,p2); // plecare= sosire+servire
insQ(q,ts); /I pune timp de sosire in coada
ts=ts+ calc(s1,s2); /I urmatoarea sosire
}
else { /l daca plecare

wait = tp - delQ (q); // asteptare intre sosire si plecare
I printf("wait = %d , queue size = %d\n", walit, size(q));

if (empty(q)) /I daca coada era goala

tp = INT_MAX; /I nu exista o plecare planificata
else I/l daca coada nu era goala

tp = tp + calc(pl1,p2); // calculeaza urmatoarea plecare

}

printf("coada in final=%d\n",size(q)); // coada poate contine si alte cereri neprelucrate

}

Calitatea procesului de servire este determinatd denteagcozii de clienti si deci de diferenta
dintre momentul sosirii si momentul plecérii unui client (compus din timpul de asteptare in coada si
timpul de servire efectiva).

Programul anterior poate fi modificat pentru alte distributii ale timpilosare si de servire si
pentru valori neintregi ale acestor timpi.

Uneori se defineste o coada cu posibilitdti de adadugare si de extragere de la ambele capete ale
cozii, numitd "deque" ("double ended queue"), care are drept cazuri particulare stizdasiasa cum
au fost definite aici. Operatiile caracteristice se numesc in biblioteca STL "pushfront”, "pushback",

"popfront”, "popback".

O i mplementare adecvat« pentru str ueotperecke fidequ

de pointeri: adrea primului si adresa ultimului element din lista:

front <

back >

typedef struct nod { /I nod de lista
void* val; /I cu pointer la date de orice tip
struct nod * leg;
} nod;
typedef struct {
nod* front; /I adresa primului element
nod* back; /I adresa ultimului element
} deque;
/I initializare lista
void init (deque & q){
g.front = gq.back=NULL; // lista fara santinela
}

int empty (deque q) { /] test lista voda
return q.front==NULL,;
}

/I adaugare la inceput
void pushfront (deque & g, void* px) {
nod* nou = (nod*) malloc(sizeof(nod));
nou—val=px;
nou—leg= g.front; /I nou inaintea primului nod
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g.front=nou;
if (g.back==NULL) /I daca este singurul nod
g.back=nou; /I atunci devine si ultimul nod

}

/I adaugare la sfarsit

void pushback (deque & q, void* px) {
nod* nou = (nod*) malloc(sizeof(nod));
nou—val=px;
nou—leg= NULL;

if (q.back==NULL) /I daca se adauga la lista vida
g.front=qg.back=nou; /I este si primul si ultimul nod

else { /I daca lista nu era goala
g.back—leg=nou; /I nou se adauga dupa ultimul nod
g.back=nou; /I si devine ultimul nod din lista

}

}

/I scoate de la inceput
void* popfront (deque & q) {
nod* t = g.front;

void *r =t—val; /I rezultat functie

if (g.front==q.back) /l daca era singurul nod din lista
g.front=q.back=NULL; // lista devine goala

else
g.front=q.front—leg; /I succesorul lui front devine primul nod

free(t);

return r,

}

/l scoate de la sfarsit de lista
void* popback (deque & q) {

nod* t = q.back;

void *r =t—val;

int k;

if (g.back==q.front) /l daca era singurul nod din lista
g.back=q.front=NULL; // lista ramane goala

else { /I daca nu era ultimul
nod*p= g.front; /I cauta predecesorul ultimului nod
while (p—leg !'= g.back)

p=p—leg;

p—leg=NULL; /I predecesorul devine ultimul
g.back=p;

}

free(t);

return r,

}

Se observa cd numai ultima operatie (pop_back) contine un ciclu sheeesita un timp ce
depinde de lungimea listei O(n), dar ea poate fi evitatd. Utilizarea unei liste deque ca stiva foloseste
operatiile pushfront, popfront iar utilizarea sa ca o coada foloseste operatiile pushback, popfront.

6.5TIPUL " COADA CU PRIORITA TI"

O coad« cu priorit«t.i ("Priority Queueo) este
prioritate maxima (sau minim). Prioritatea este data de valoarea elementelor memorate sau de o cheie
numericd asociatd elementelor memorate in coBd&a existd mai multe elemente cu aceeasi
prioritate, atunci ordinea de extragere este aceeasi cu ordinea de introducere .



90 Florian Moraru: Structuri de Date

Algoritmii de tip "greedy" folosesc in general o coada cu prioritati pentru listele de candidati; la
fiecare pas se extrage candidaptim din lista.

O coada cu prioritéti este o structurd dinamica, la care au loc alternativ introduceri si extrageri din
coada. Dacéd nu se mai fac inseréri in coada, atunci putem folosi un simplu vector, ordonat la inceput
si apoi parcurs succedile la un cap la altul.

Operatiile specifice cozii cu prioritati sunt:

- Adaugare element cu valoarea x la coada q: addPQ ( q ,x)

- Extrage in x si sterge din coada g elementul cu cheia maxima (minima): delPQ(Qq)
- Citire (fara extragere) valoare mmd sau maxima: minPQ(q)

- Initializare coada: initPQ (q).

- Test coada vida: emptyPQ (q)

Sunt posibile diverse implementari pentru o coada cu prioritati (vector ordonat, listd ordonata,
arbore binar ordonat), dar cele mai bune performante le akecatar "heap”, din care se extrage
mereu primul element, dar se face o rearanjare partiald dupa fiecare extragere sau insertie.

O aplicatie simpla pentru o coada cu prioritati este un algoritm greedy pentru interclasarea mai
multor vectori ordonati cunumar minim de operatii (sau pentru reuniunea mai multor multimi cu
numar minim de operatii).

Interclasarea a doi vectori cu nl si respectiv n2 elemente necesitd nl+n2 operatii. Fie vectorii
1,2,3,4,5,6 cu dimensiunile urmétoare: 10,10,20,20,30,30.

Dacéordinea de interclasare este ordinea crescétoare a vectorilor, atunci numarul de operatii la fiecare
interclasare va fi:
10+10 =20, 20+20=40, 40+20=60, 60+30=90, 90+30=120.
Numarul total de operatii va fi 20+40+60+90+120=330
Numérul total de operatii @inde de ordinea de interclasare a vectorilor si are valoarea minima 300.

Ordinea de interclasare poate fi reprezentatd puimtarbore binar sau priptr expresie cu
paranteze. Modul de grupare care conduce la numarul minim de operatii este  ({3)1+8) +
(4+5) deoarece la fiecare pas se executa operatiile:
10+10=20, 20+20=40, 40+30=70, 20+30=50, 70+50=120 (20+40+70+50+120=300)

Algoritmul de interclasare optima poate fi descris astfel:

creare coada ordonata crescator cu lungimile vectorilor
repeta
scoate valori minime din coada in nl si n2
n=nl+n2
daca coada e goala
scrie n si stop
altfel
pune n in coada

Evolutia cozii cu prioritati pentru exemplul anterior cu 6 vectori va fi:

10,10,20,20,30,30
20,20,20,30,30
20,30,30,40
30,40,50

50,70

120

Urmeaza aplicatia de interclasare vectori cu numéar minim de operatii, folosind o coada de numere
ntregi reprezentand lungimile vectorilor.

void main () {
PQ pq; inti,pl,p2,s;
int n=6, x[ ]={10,10,20,20,30,30}; // dimensiuni vectori
initpg (pqg,n); /I creare coada cu datele initiale
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for (i=0;i<n;i++)
/I adauga adrese la coada

addpq (pg, &x[i]);
do { /I scoate si pune in coada ordonata
pl=delpq (pqg); p2=delpq (pq); // adrese dimensiuni minime de vectori

/I dimensiune vector rezultat prin interclasare

/I daca coada goala
/I afiseaza ultima suma (dimens vector final)

s=pl +p2;

if ( emptypq(pq)) {
printf ("%d ", s);
break;

}
addpq(pq,s); /I adauga suma la coada

} while (1);
printf ("\n");

Programul anterior nu permite afisarea modului de grupare optima a vectorilor si nici operatia de
interclasare proprizisa, deoarece nu se memoreaza in coada adresele vectorilor, dar se poate extinde

cu memorareaumerelor (adreselor) vectorilor.

6.6 VECTORI HEAP (ARBORI PARTIAL ORDON ATI)

Un "Heap" este un vector care reprezintd un arbore binar partial ordonat de néaltime minim4,

completat de la stanga la dreapta pe fiecare nivel. Urhmap are urmatodeeproprietati:
- Toate nivelurile sunt complete, cu posibila exceptie a ultimului nivel, completat de la stanga spre

dreapta.
- Valoarea oricarui nod este mai mare sau egala cu valorile succesorilor sai.

O definitie mai scurtd a unui (max)heap esteatbore binar complet in care orice fiu este mai mic

decét parintele sau.
Rezultd de aici ca radacina arborelui contine valoarea maxima dintre toate valorile din arbore

(pentru un masheap).
Vectorul contine valorile nodurilor, iar legaturile unmod cu succesorii sdi sunt reprezentate

implicit prin pozitiile lor in vector :
- Radacina are indicele 1 (este primul element din vector).
- Pentru nodul din pozitia k nodurile vecine sunt:

- Fiul stédnga n pozitia 2*k

- Fiul dreapta in pozitia 2*k &

- Parintele n pozitia k/2

Exemplu de vector malxeap :

16
| |
14 10
N R S
| | | |
8 7 9 3
| I
| | |
2 4 1
Indce 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Valoare 16 14 10 8 7 9 3 2 4 1

De observat ca valorile din noduri depind de ordinea introducerii lor in heap, dar structura
arborelui cu 10 valori este aceeasi (ca repartizare pe fiecare nivel). Altfel spus, cu aceleasi n valori se

pot construi mai multi vectori malkeap (sau mimeap).
Intr-un minheap prima pozitie (rddacind) contine valoarea minima, iar fiecare nod are o valoare

mai mica decét valorile din cei doi fii ai sai.
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Vectorii heap au cel putin doud utilizari importante:
- (Max-Heap) o metoda eficienta de sortare ("HeapSort");
- (Min-Heap) o implementare eficientd pentru tipul "Coada cu prioritati";

Operatiile de introducere si de eliminare dimtr heap necesitd un timp de ordinul O(log n), dar
citirea valorii minime(maxime) este O(1) si nu depinde de mérimea sa.

Operatiile de baza asupra unui heap sunt :
- Transformare heap dupa aparitia unui nod care nu este mai mare ca succesorii sai, pentru
mentinerea propriet«tii de heap (Aheapifyd, dperc
- Creareaunui heap dintun vector oarecare;
- Extragere valoare maxima (minima);
- Inserare valoare noua in heap, Tn pozitia corespunzatoare.
- Modificarea valorii dintro pozitie data.

Primul exemplu este cu un méeap de numere intregi, definit astfel:

typedef struct {
int v[M]; int n; /I vector heap (cu maxim M numere) si dimensiune efectiva vector
} heap;

Operatia fAheapi fymarboreld cae elementul kne regpectd condttia de heap,
dar subarborii sai respectd aceasta candi aceastad situatie se ajunge dupa Tnlocuirea sau dupa
modificarea valorii din rddacina unui arbore heap. Aplicatd asupra unui vector oarecare functia
Afheapify(k)o nu creeaz« un heap, dar aduce “n p
radacina in k : se muta succesiv in jos pe arbore valoarea v[k], daca nu este mai mare decat fii sai.
Functia recursiva "heapify" din programul urmator face aceastd transformare propagand in jos pe
arbore valoarea din nodul "i", astfel incat arborele&mficina in "i" sa fie un heap. In acest scop se
determina valoarea maxima dintre V[i], v[st] si v[dr] si se aduce Tn pozitia "i", pentru ca s& avem V[i]
>= v[st] si V[i] >= v[dr], unde "st" si "dr" sunt adresele (indicii) succesorilor la stdnga si latdraiap
nodului din pozitia "i". Valoarea coboréata din pozitia "i" in "st" sau "dr" va fi din nou comparata cu
succesorii séi, la un nou apel al functiei "heapify".

void swap (heap h, inti, intj) { // schimb& intre ele valorile v[i] si vij]
int t;
t=h.v[i]; h.v[i] =h.v[j]; h.v[j]=t

/I ajustare max-heap
void heapify (heap & h,int i) {
int st,dr,m;
int aux;
st=2*i; dr=st+1,; /I succesori nod i
/I determin maxim dintre valorile din pozitiile i, st, dr
if (st<=h.n && h.v[st] > h.v[i])

m=st; /I maxim in stanga lui i
else
m=i; /I maxim in pozitia i
if (dr<=h.n && h.v[dr]> h.v[m])
m=dr; /I maxim in dreapta lui i
if (m!=i){ /Il daca e necesar
swap(h,i,m); /I schimba maxim cu v[i]
heapify (h,m); /I ajustare din pozitia m
}
}
Urmeaz« 0 variant« iterativ« pentru functia nh:e

void heapify (heap& h, inti) {
int st,dr,m=i; /l m= indice val. maxima
while (2*i <= h.n) {
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st=2*%; dr=st+1; /I succesori nod i
if (st<=n && h.v[st]>h.v[m]) // daca v[m] < v[st]
m=st;
if (dr<=n && h.v[dr]>h.v[m]) // daca v[m] < v[dr]
m=dr;
if (i==m) break; /I gata daca v[i] nemodificat
swap (h, i,m); /I 'interschimb v[i] cu v[m]
i=m;
}

Transformarea unui vector dat wutn vector heap se face treptat, pornind de la frunze spre
radacind, cu ajustare la fiecarerakent:
void makeheap (heap & h) {

int i;
for (i=h.n/2; i>=1;i--) // parintele ultimului element este in pozitia n/2
heapify (h,i);

Vom ilustra actiunea functiei "makeheap" pe exemplul urmator:

operatie vector arbore
initializare 123456 1
2 3
4 5 6
heapify(3) 126453 1
2 6
4 5 3
heapify(2) 156423 1
5 6
4 2 3
heapify(1) 653421 6
5 3
4 2 1

Programul de mai jos aratd cum se poate ordona un vector prin crearea unui heap si interschimb
ntre valoarea maxima si ultima valoare din vector.

/I sortare prin creare si ajustare heap
void heapsort (int a[],int n) {

inti, t; heap h;
h.n=n; /I copiaza in heap valorile din vectorul a
for (i=0;i<n;i++)
h.v[i+1]=a[i];
makeheap(h); /I aducere vector la structura de heap

for (i=h.n;i>=2;i--) {  // ordonare vector heap
t=h.v[1]; h.v[1]=h.v[h.n]; h.v[h.n]=t;
h.n--;
heapify (h,1);

for (i=0;i<n;i++) /I scoate din heap in vectorul a
a[i]= h.v[i+1];
}

In functia de sortare se repetd urmatoarele operatii:
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- schimba valoarea maxima a[1] cu ultima valoare din vector a[n],
- se reduce dimensiunea vectorului
- se "ajusteaza" vectorul ramas

Vom aréta actiunea procedurii "heapSort" pe urmatorul exemplu:

dupa citire vector 4,2,6,1,5,3
dupé nakeheap 6,54,1,2,3
dupé schimbare6 cu3  3,5,4,1,2,6
dupé heapify(1,5) 53,4,1,2,6
dupa schimbare5cu2 2,3,4,1,5,6
dupa heapify(1,4) 43,2,15,6
dupé schimbare 4 cul 1,3,2,4,5,6
dupa heapify(1,3) 3,1,2,45,6

dupé schimbare 3cu2 2,1,3,4,5,6
dupé heapify(1,2) 2,1,3,45,6

dupé schimbare2cul 1,2,3,4,5,6

Extragerea valorii maxime dintm heap se face elimin&nd rad&cina (primul element din vector),
aducandn prima pozitie valoarea din ultima pozitie si aplicand functia "heapify" pentru mentinerea
vectorului ca heap:

int delmax ( heap & h) { // extragere valoare maxima din coada

int hmax;

if (h.n <=0) return -1;

hmax = h.v[1]; /I maxim in prima pozitie din vector

h.v[1] = h.v[h.n]; /Il se aduce ultimul element in prima pozitie
h.n --; /I scade dimensiune vector

heapify (h,1); /I ajustare ptr mentinere conditii de heap
return hmax;

Adaugarea unei noi valori la un heap seate face Tn prima pozitie liberd (de la sfarsitul
vectorului), urmaté de deplasarea ei in sus céat este nevoie, pentru mentinerea proprietatii de heap:

/I introducere in heap
void insH (heap & h, int x ) {

inti;

i=++h.n; /I prima pozitie libera in vector

h.v[i]=x; /I adauga noua valoare la sfarsit

while (i > 1 && h.v[i/2] <x ) { [/l cattimp x este prea mare pentru pozitia sa
swap (h, i, i/2); /I se schimba cu parintele sau
i =i/2; /I si se continua din noua pozitie a lui x

}

}

Modul de lucru al functiei insH este aratat pe exemplul de adaugare a valorii val=7 la vectorul a=[
8,5,6,3,2,4,1]

i=8, a[8]=7 a=[8,5,6,3,2,4,1,7]
i=8, a[4]=3 <7, a[8] cu a[4] a=[8,5,6,7,2,4,1,B

i=4, a[2]=5<7,a[4] cua2] a=[8,7,6,5,2,4,1,3]
i=2, a[1]=8 > 7 a=[8,7,6,52,4,1,3]

Intr-un heap folosit drept coada cu prioritdti se memoreaza obiecte ce contin o cheie, care
determind prioritatea obiectului, plus altatel asociate acestei chei. De exemplu, Tn heap se
memoreaza arce diptin graf cu costuri, iar ordonarea lor se face dupa costul arcului. In limbajul C
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avem de ales intre un heap de pointekida si un heap de structuri. Exemplu de rhigap generic
folosit pentru arce cu costuri:

typedef struct {
int v,w,cost ;
} Arc;
typedef Arc T; /I tip obiecte puse in heap
typedef int Tk; /I tip cheie
typedef int (* fcomp)(T,T); /I tip functie de comparare
typedef struct {
T h[M]; /I vector heap
int n;
fcomp comp;
} heap;
/I compara arce dupa cost
int cmparc (Arc a, Arc b) {
return a.cost - b.cost;
}
/I ajustare heap
void heapify (heap & h,int i) {
int st,dr,min;
T aux;
st=2*i; dr=st+1,; /I succesori nod i
/I determin minim intre valorile din pozitiile i, st, dr
if (st<=h.n && h.comp(h.v[st], h.v[i]) < 0)

min=st;
else
min=i;
if (dr<= h.n && h.comp(h.v[dr],h.v[min])<0 )
min=dr;
if (min!=i) { /I schimba minim cu elementul i

aux=h.v[i]; h.v[i] = h.v[min]; h.v[min]=aux;
heapify (h,min);
}
}

La utilizarea unei cozi cu prioritdti apare uneori situatia cand elementele din coada au acelasi
numar, aceleasi date memorate dar prioritatea lor se wédifitimp. Un exemplu este algoritmul
Dijkstra pentru determinarea drumurilor minime de la un nod sursé la toate celelalte nodwm dintr
graf; in coada se pun distantele calculate de la nodul sursé la celelalte noduri, dar o parte din aceste
distante samodifica la fiecare pas din algoritm (se modifica doar costul dar nu si numarul nodului).
Pentru astfel de cazuri este utilda operatia de modificare a prioritatii, cu efect asupra pozitiei
elementului respectiv in coada (fara adaugari sau eliminéri dememin coada).

La implementarea cozii printin vector heap operatia de modificare a prioritatii unui element are
ca efect propagarea elementului respectiv in sus (diminuare prioritate la treapinsau in jos
(crestere prioritate irun maxheap).Operatia este simpld dacd se cunoaste pozitia elementului Tn
heap pentru cd seamana cu adaugarea unui nou element la heap (se compara repetat noua prioritate cu
prioritatea nodului parinte si se muta elementul daca e necesar, pentru a mentine un heap).

In literaturd sunt descrise diferite variante de vectori heap care permit reunirea eficientd a doi
vectori heap intun singur heap (heap binomial, skew heap, s.a.).
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Capitolul 7
ARBORI

7.1STRUCTURI ARBORESCENTE

Un arbore cu radacina ("rooted tree") este o structurd neliniard, in care fiecare nod poate avea mai
multi succesori, dar un singur predecesor, cu exceptia unui nod special, numit rad&cina si care nu are
nici un predecesor.

Structurade arbore se poate defini recursiv astfel: Un arbore este compus din:

- nimic (arbore vid)
- un singur nod (radacina)
-un nod care are ca succesori un numar finit de (sub)arbori.

Altfel spus, daca se eliminad radacina unui arbore rezultd mai multi arbori, care erau subarbori in
arborele initial (dintre care unii pot fi arbori fara nici un nod).

Definitia recursiva este importanté pentru cd multe operatii cu arbori pot fi descompuse iacursi
céateva operatii componente:

- prelucrare nod radacind
- prelucrare subarbore pentru fiecare fiu.

Un arbore poate fi privit ca o extindere a listelor liniare. Un arbore binar in care fiecare nod are un
singur succesor, pe aceeasi parte, estegle lista liniara.

Structura de arbore este o structura ierarhicad, cu noduri asezate pe diferite niveluri, cu relatii de tip
parinte- fiu intre noduri. Nodurile sunt de doua feluri:

- Nodurile terminale, far& succesori, se numesc si "frunze";
- Noduriinterne (interioare), cu unul sau doi succesori.

Fiecare nod are doua proprietati:

-Ad©nci mea (fAideptho) este egal « cu num«rul de no
-ln«l timea (fiheighto) est e egalngd caleude la wmoddarua | de
descendent (calea de la nod la cel mai Tndepértat descendent).

Indltimea unui arbore este inéltimea radacinii sale, deci de calea cea mai lunga de la rédécina la o
frunz&. Un arboreid are Tnaltimea zero iar un arbane un singr nod (rédécind) are Tnaltimea unu

Un arbore este perfect echilibrat daca inaltimile fiilor oricarui nod difera intre ele cel mult cu 1. Un
arbore este echilibrat daca inaltimea sa este proportionald cu log(N), ceea ce face ca durata operatiilor
de cauare, insertie, eliminare sa fie de ordinul O(log(N)), unde N este numarul de noduri din arbore.

In fiecare nod dintun arbore se memoreaza valoarea nodului (sau un pointer cétre informatii
asociate nodului), pointeri cétre fii sdi si eventual alte dawter la nodul péarinte, adancimea sa
Tnaltimea nodului s.a. De observat ca adresa nodului périnte, Tndltimea sau adancimea nodului pot fi
determinate prin apelarea unor functii (de obicei recursive), daca nu sunt memorate explicit in fiecare
nod.

Dupa rumarul maxim de fii ai unui nod arborii se impart n:

- Arbori multicai (generali), in care un nod poate avea orice numar de succesori;
- Arbori binari, Tn care un nod poate avea cel mult doi succesori.

In general construirea unui arbore incepe cu radada care se adauga noduri fii, la care se
adauga alti fii Tn mod recursiv, cu cresterea adancimii (inaltimii) arborelui. Existd insé si cateva
exceptii (arbori Huffman, arbori pentru expresii aritmetice), care se construiesc de la frunze cétre
radacina.
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Cuv®Ont ul fifarbored se foloseste si pentru un ca
poate fi privit ca radéacina. Diferenta dintre arborii cu radacind (din acest capitol) si arborii liberi
(grafuri aciclice) este ca primii contin in notdate importante pentru aplicatii, iar arborii grafuri nu
contin date Tn noduri (dar arcele ce unesc aceste noduri pot avea asociate valori sau costuri).

Structurile arborescente se folosesc in programare deoarece:

- Reprezintd un model natural peno ierarhie de obiecte (entitéti, operatii etc).
- Sunt structuri de cautare cu performante foarte bune, permitadnd si mentinerea Tn ordine a unei
colectii de date dinamice (cu multe adaugari si stergeri).

De cele mai multe ori legéturile unui nod auceesorii sai se reprezintd prin pointeri, dar sunt
posibile si reprezentari fara pointeri ale arborilor, prin vectori.

De obicei se intelege prin arbore o structurd cu pointeri, deoarece aceasta este mai eficienta
pentru arbori multicai si pentru arbduinari cu structurd imprevizibila.

O reprezentare liniard posibild a unui arbore este 0 expresie cu paranteze complete, in care fiecare
nod este urmat de o paranteza ce grupeaza succesorii sadi. Exemple:

1) a(b,c)
este un arbore binar cu 3 noduédécina 'a’, avand la stanga pe 'b' si la dreapta pe 'c’
2) 5(3(1,),7(9)
este un arbore binar ordonat cu radacina 5. Nodul 3 are un singur succesor, la stanga, faareodul
numai succesor la dreapta:
5

I
3 7

1 9

Afisarea arborilor binari sau multicai $gce de obicei prefixat si cu indentare diferita la fiecare
nivel (fiecare valoare pe o linie, iar valorile de pe acelasi nivel in aceeasi coloand). Exemplu de afisare
prefixatd, cu indentare, a arborelui de mai sus:

5

9

Uneori relatiile dintre nodurile unui arbore sunt impuse de semnificatia datelor memorate in
noduri (ca Tn cazul arborilor ce reprezintd expresii aritmetice sau sisteme de fisiere), dar alteori
distributia valorilor memorate in noduri nu este impuség fdeterminatd de valorile memorate ( ca in
cazul arborilor de cautare, unde structura depinde de ordinea de adaugare si poate fi modificata prin
reorganizarea arborelui).

7.2ARBORI BINARI NEORDONATI

Un caz particular important de arbori 1l congétarborii binari, in care un nod poate avea cel mult
doi succesori: un succesor la stdnga si un succesor la dreapta.

Arborii binari pot avea mai multe reprezentari:

a) Reprezentare prin 3 vectori: valoare, indice fiu stanga, indice fiu dreapta.lExemp

indici1 2 3 4 5
val 50 70 30 10 90
st 3 0 4 0 O
dr 2 5 0 0 O
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b) Reprezentare prin 3 vectori: valoare, valoare fiu stinga, valoare fiu dreapta (mai compact, fara
frunze, dar necesita cautargecarui fiu). Exemplu:

val 50 70 30

st 30 -1 10
dr 70 90 -1

c) Reprezentare printm singur vector, nivel cu nivel din arbore . Exemplu:

val 50 30 70 10 -1 -190

d) Noduri (structuri) cu pointeri pentru legaturi partiteExemplu:

50

30 70

10 90

Un arbore relativ echilibrat poate fi reprezentat eficient printisingur vector, dupd ideea unui
vector heap, chiar dacd nu este complet fiecare nivel din arbore (valorile lipsa fiind marcat printr
valoare specia)ain acest caz relatiile dintre noduri parfite nu mai trebuie memorate explicit (prin
indici sau valori noduri), ele rezulta implicit din pozitia fiecarui element in vector (se pot calcula).

Aceasta reprezentarea devine ineficientd pentru arbondtinie mare dar cu numar de noduri
relativ mic, deoarece numarul de noduridmtrarbore complet creste exponential cu inéltimea sa. De
aceea-|au propus solutii bazate pe vectori de biti: un vector de biti contine 1 pentru un nod prezent si
0 pentru unnod absent TrHo liniarizare nivel cu nivel a arborelui, iar valorile din noduri sunt
memorate separat dar in aceeasi ordine de parcurgere a nodurilor (in largime). Pentru arborele folosit
ca exemplu vectorul de biti va fi 1111001, iar vectorul de vabofi 50,30,70,10,90.

Definitia unui nod dintun arbore binar, cu pointeri catre cei doi succesori posibili

typedef struct tnod {

T val, /I valoare memorata in nod, de tipul T
struct thod * st; /I succesor la stanga
struct tnod * dr; /I succesor la dreapta
} thod;
val
st dr

4 A
-~ R

Uneori se memoreaza in fiecare nod si adresa nodului parinte, pentru a ajunge repede la périntele
unui nod (pentru parcurgere de la frunze cétre radacina sau pentru modificarea structurii unui arbore).
Nodurile erminale pot contine valoarea NULL sau adresa unui nod sentineld. Adresa catre nodul
parinte si utilizarea unui nod unic sentineld sunt utile pentru arborii echilibrati, care si modifica
structura.

Un arbore este definit printr singurd variabila pointe care contine adresa nodului radacing;
pornind de la radacina se poate ajunge la orice nod.

Operatiile cu arbori, considerati drept colectii de date, sunt:

- Initializare arbore (creare arbore vid);
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- Adaugarea unui nod la un arbore (ca frunza);

- Céutarea unei valori date Tatin arbore;

- Eliminarea (stergerea) unui nod cu valoare datd;

- Enumerarea tuturor nodurilor din arbore iotmanumita ordine.
Alte operatii cu arbori, utile Tn anumite aplicatii :

- Determinarea valorii minime sau maximetd-un arbore

- Determinarea valorii imediat urmatoare valorii dintr nod dat

- Determinarea radacinii arborelui ce contine un nod dat

- Rotatii la stdnga sau la dreapta noduri

Enumerarea (afisarea) nodurilor unui arbore cu N noduri necesitd O¢itinpDurata operatiilor
de adaugare si de eliminare noduri depinde de inéltimea arborelui.

Initializarea unui arbore vid se poate reduce la atribuirea valorii NULL pentru variabila radécing,
sau la crearea unui nod sentineld, fara date. Poate filfuetdsiderare si o initializare a radacinii cu
prima valoare introdusa in arbore, astfel ca adaugarile ulterioare s nu mai modifice radéacina (daca
nu se face modificarea arborelui pentru reechilibrare, dupa ad&agestergerg

Functiile pentu operatii cu arbori binari sunt natural recursive, pentru cd orice operatie (afisare,
cautare etc) se reduce la operatii similare cu subarborii stinga si dreapta, plus operatia asupra
rédacinii. Reducerea (sub)arborilor continud pané se ajunge la uarfsub)vid.

Adaugarea de noduri la un arbore binar oarecare poate folosi functii de felul urmator:

void addLeft (thod* p, tnod* left); /I adauga lui p un fiu stanga
void addRight (tnod* p, thod* right); // adauga lui p un fiu dreapta

In exemplul umator se considera ca datele folosite la construirea arborelui se dau sub forma unor
tripleti de valori: valoare nod parinte, valoare fiu stanga, valoare fiu dreapta. O valoare zero
marcheaza absenta fiului respectiv. Exemplu de date:

537/768/324/210/809

/I creare si afisare arbore binar
int main () {
int p,s,d; tnod* w, *r=NULL;
while (scanf("%d%d%d",&p,&s,&d) == 3) {

if (r==NULL) /I daca arbore vid
r=build(p); /I primul nod (radacina)
w=find (r,p); /I adresa nodului parinte (cu valoarea p)
if (s!=0)
addLeft (w,s); /I adauga s ca fiu stanga a lui w
if (d!=0)
addRight (w,d); // adauga d ca fiu dreapta a lui w
infix (r); /I afisare infixata
}

7.3 TRAVERSAREA ABORILOR BINARI

Traversarea unui arbore ihseamna vizitarea tuturor nodurilor din arbore si poate fi privitd ca o
liniarizare a arborelui, prin stabilirea unei secvente liniare de noduri. In functie de ordinea in care se
iau Tn considerare rédacina, subarborele stérsydarborele dreapta putem vizita in:

- Ordine prefixaté (preordine sau RSD) : radéacind, stanga, dreapta
- Ordine infixata (inordine sau SRD) : stanga, radacind, dreapta
- Ordine postfixata (postordine sau SDR): stanga, dreapta, rddacina
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Fie arboele binar descris prin expresia cu paranteze:

5(2(1,4(3.)), 8 (6 (,7),9) )
Traversarea prefixata produce secventa de valori: 521438679
Traversarea infixatd produce secventa de valori: 123456789
Traversarea postfixatéd produce secventade valori: 134276985

Traversarea arborilor se codificd mai simplu prin functii recursive, dar uneori este preferabila sau
chiar necesara o traversare nerecursiva (in cazul unui iterator pe arboemguex
Exemplu de functie recursiva pentru afisare infixata a valorilor-dim@rbore binar:

void infix (tnod *r) {
if (r == NULL) return; // nimic daca (sub)arbore vid

infix (r—st); /I afisare subarbore stanga
printf ("%d ",r—>val); /I afisare valoare din radacina
infix (r—dr); /I afisare subarbore dreapta

}

Functia "infix" poate fi usor modificatd pentru o alta strategie de vizitare. Exemplu

/I traversare prefixata arbore binar
void prefix (tnod * r) {
if (r==NULL) return;

printf ("%d ",r—>val); /l radacina

prefix (r—st); /I stanga

prefix (r—dr); /I dreapta
}

Pornind de la functia minimald de afisare se pot scrie si alte variante de afisarexpcasteecu
paranteze sau cu evidentierea structurii de arbore:

/I afisare structura arbore (prefixat cu indentare)

void printT (tnod * r, int ns) { /I ns = nr de spatii la inceput de linie
if (r!=NULL) {
printf ("%*c%d\n",ns," ',r—val); /I scrie r->val dupa ns spatii
printT (r—st,ns+3); /I subarbore stanga, decalat cu 3 spatii
printT (r—dr,ns+3); /I subarbore dreapta, decalat cu 3 spatii
}
}

Majoritatea operatiilor cu arbori pot fi considerate drept cazuviizigare (parcurgere, traversare)
a tuturor nodurilor din arbore; diferenta consté in operatia aplicatd nodului vizitat: afisare, comparare,
adunare nod sau valoare la o suwaificarea unor conditii la fiecare nod, s.a

Céutarea unei valomate x Tntr-un arbore binar séace prin compararea lui x cu valoarea din
fiecare nod si se reducedautarea succesiva in fiecare din cei doi subarbori:

tnod * find ( tnod * r, int x) { // cauta x in arborele cu radacina r

tnod * p;
if (r==NULL || x ==r—val) // daca arbore vid sau x in nodul r
return r; /I poate fi si NULL
p= find (r—st,x); /I rezultat cautare in subarbore stanga
if (p != NULL) /I daca s-a gasit in stanga
return p; /I rezultat adresa nod gasit
else /I daca nu s-a gasit in stanga
return find (r—dr,x); /I rezultat cautare in subarbore dreapta

}
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Explorarea unui arbore inrfime (pe niveluri succesive) necesitd memorarea succesorilor (fiilor)
unui nodintr-o coada Dupd vizitarea nadui de plecare (radacinarborelu) se pun in coada toti
succesorii lui, care vor fi apoi extrasi in ordinea in care au fost pusi. Dupa ce se extrage un nod se
adauga la sfarsitul cozii succesorii lui. In felul acesta, fii unui nod sunt prelucrati étip&ddului
respectivExemplu de evolutie a cozii de pointeri la noduri pentru arborele binar urmator:

5(3(2,4),7(6,8))

37 (scrie 5)
724 (scrie 3)
2468 (scrie?)
468 (scrie 2)

68 (scrie 4)
8 (scrie 6)
- (scrie 8)

/! vizitare arbore binar nivel cu nivel folosind o coada

void bfs_bin ( thod *r) { /I vizitare nivel cu nivel
Queue q; /I q este o coada de pointeri void*
initQ(q); /I initial coada vida
addQ (q,r); /I adauga radacina la coada
while (lemptyQ(q)) { /I cat timp mai e ceva in coada
r=(tnod*) delQ (q); /I scoate adresa nod din coada

printf —$valYpd /Apunewaloare din nod in vectorul v
if (r»>st) addQ (g, r—st); // adauga la coada fiu stanga
if (r—dr) addQ (q, r—dr);// adauga la coada fiu dreapta

}
pr i Antof)(;A

In varianta prezentatd am considerat r '=NULL si raugmai pus in coada si pointerii egali cu
NULL, dar este posibila si varianta urmatoare:

void bfs_bin ( tnod * r) { /I breadth first search
Queue q; /I o coada de pointeri void*
initQ(q); /I initial coada vida
addQ (q,r); /I adauga radacina la coada
while (lemptyQ(q)) { /I cat timp mai e ceva in coada
r= (tnod*) delQ (q); /I scoate adresa nod din coada
if (r!=NULL) { /I daca pointer nenul
printf -—$valypd @/ scrie valoare din nod
addQ (g, r—st); /I adauga la coada fiu stanga (chiar NULL)
addQ (g, r—dr); /I adauga la coada fiu dreapta (chiar NULL)
}
}
printf ("\n");
}

Traversareanerecursiva ainui arbore binar in adancime, prefixat, se poate face asemanator, dar
folosind o stivd n loc de coadd pentru memorarea adreselor nodurilor prinadrecsit dar fara
prelucrarea lor, pentru o renire ulterioara.

void prefix (tnod * r) { /I traversare prefixata

Stack s; /I o stiva de pointeri void*
initSt(s); /I initializare stiva vida

push (s, r); /I pune adresa radacina pe stiva

while (! emptySt (s)) { /l repeta cat timp e ceva in stiva
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r=(tnod*)pop(s); /I scoate din stiva adresa nod
printf ("%d ",r—>val); /I afisare valoare din nod
if (r—>dr!= NULL) /I daca exista fiu dreapta
push (s,r—dr); /I pune pe stiva fiu dreapta
if (r—>st!=NULL) /I daca exista fiu stanga
push (s, r—st); /I pune pe stiva fiu stanga
printf ("\n");

}

De observat ordinea punerii pe stiva a fiilor unui nod (fiu dreapta si apoi fiu stdnga), pentru ca la
scoatere din sté si afisare sa se scrie in ordinea stairgapta.
Evolutia stivei la afisarea infixatd a arborelui binar: 5(3 (2,4) , 7(6,8) )

Operatie Stiva Afisare
initSt -

push (&5) &5

pop - 5
push (&7) &7

push (&3) &7,&3

pop &7 3
push(&4) &7,84

push(&2) &7,84,&2

pop &7,&4 2
pop &7 4
pop - 7
push (&8) &8

push (&6) &8,&6

pop &8 6
pop - 8

Dupa modelul afisérii prefixate cu stiva se pot scrie nerecursiltesbperatii exemplu de cautare
iterativda unei valori x in arborele cu radacina r

tnod* find (tnod* r, int x) { /I cauta valoarea x in arborele cu radacina r

Stiva s; /I o stiva de pointeri void*
initS(s); /I initializare stiva
if (r==NULL) return NULL; // daca arbore vid atunci x negasit
push (s,n); /I pune pe stiva adresa radacinii
while (! emptyS(s)) { /l repeta pana la golirea stivei

r= (tnod*) pop(s); /I scoate adresa nod din stiva

if (x==r—val) returnr; /I daca x gasit in nodul cu adresa r
if (r—>st) push(s,r—»st); // daca exista fiu stanga, se pune pe stiva
if (r—dr) push(s,r—dr); // daca exista fiu dreapta, se pune pe stiva

}

return NULL; /I daca x negasit in arbore

Traversarea nerecursiva infixatd si postfixatd nu se pot face doar prin modificarea traversarii
prefixate la fel de simplu ca in cazul formelor recursive ale functiilor de traverSage mai dificila
este traversarea postfixatd. Pentru afisarea infixatd nerecursiva exista o varianta relativ simpla:

void infix (tnod * r) {

Stiva s;

initS(s);

push (s,NULL); /I pune NULL (sau alta adresa) pe stiva
while (! emptyS (s)) { /I cat timp stiva mai contine ceva

if( r '= NULL) { /I mergi la stanga cat se poate
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push (s,r); /I pune pe stiva adrese noduri vizitate dar neafisate
r=r->st; /I mereu la stanga

}

else { /I daca nu se mai poate la stanga atunci retragere
r=(tnod*)pop(s); /I scoate ultimul nod pus in stiva
if (r==NULL) return; /I iesire daca era adresa pusa initial
printf ("%d ",r->val); /I afisare valoare nod curent
r=r->dr; /I si continua la dreapta sa

}

}

}

Traversarea nerecursivad ih adancime se poate face sti@adaca fiecare nod memoreaza si
adresa nodului périnte, pentru ca stiva foloseaarrieea de la un nod la nodurile de deasupra sa. In
aceasta varianta trebuie evitatd afisarea (vizitarea) repetatd a unui aceluiasi nod; evidenta nodurilor
deja afisate se poate face fie protmultime cu adresele nodurilor vizitate (un vector , de ek&mp
sau printrun cAmp suplimentar in fiecare nod care isi schimba valoarea dupa vizitare.

Exempl ul ur m«tor foloseste un tip fAsetd nepreci
void prefix (thod* r) {
set a; /I multime noduri vizitate
init(a); /I initializare multime vida
tnod* p =r; /I nod initial
while (p !'= NULL)
if (! contains(a,p)) { /I daca p nevizitat
printf("%d ",p->val); /I se scrie valoarea din p
add(a,p); /I si se adauga p la multimea de noduri vizitate
}
else /l daca p a fost vizitat
if (p->st != 0 && ! contains(a,p->st) ) /I daca exista fiu stanga nevizitat
p = p->st; /I el devine nod curent
else if (p->dr =0 && ! contains(a,p->dr) ) // daca exista fiu dreapta nevizitat
p = p->dr; /I fiul dreapta devine nod curent
else /I daca p nu are succesori nevizitati
p = p->sus; /I se revine la parintele nodului curent
}

Aceasta solutie are avantagél poate fi modificata relativ simplu pentru altd ordine de vizitare a
nodurilor. Exemplu de afisare postfixatd nerecursiva si fara stiva:

void postfix (thod* r) {
set a; /I multime noduri vizitate
init(a);
tnod* p =,
while (p = 0)
if (p->st != 0 && ! contains(a,p->st)) /I stanga
p = p->st
else if (p->dr != 0 && !contains(a,p->dr)) /I dreapta
p = p->dr;
else
if (! contains(a,p)) { /I radacina
printf("%d ",p->val);
add(a,p);

else
p = p->sus;



104 Florian Moraru: Structuri de Date

Un iterator pe arbore contine minim dou« funct.]i
o functie (Anexto) care are ca rezultat ®&dresa |
Ainexto are rezultat NULL dac« nu mai exi st« un n

Iteratorul nu poate folosi o vizitare recursiva, iar traversarile nerecursive prezentate folosesc o alta
structurd de date (o stivd sau o multimaje arfif ol osi te " n comun d®&e functi
aceea vom da o solutie de iterator prefixat care foloseste un indicator de stare (vizitat/nevizitat)
memorat in fiecare nod:

tnod * first (tnod* r) { return r;} /I pozitionare pe primul nod vizitat
tnod* next (tnod* p) { /I urmatorul nod din arbore
static int n=size(p); /I pentru a sti cand s-au vizitat toate nodurile
if (n==0) return NULL; /Il daca s-au vizitat toate nodurile
if (!p->v){ /Il daca s-a gasit un nod p nevizitat
p->v=1; n--; /I marcare p ca vizitat
return p; /I p este urmatorul nod vizitat
} /I daca p vizitat
if (p->st =0 && !p->st->v) /I incearca cu fiul stanga
p = p->st
else if (p->dr =0 && ! p->dr->v ) // apoi cu fiul dreapta
p = p->dr;
else if ( p->sus) /I daca are parinte
p= p->sus; /I incearca cu nodul parinte
return next(p); /I si cauta alt nod nevizitat
}
/I utilizare iterator
€
p=first(r); /I prima valoare (radacina)

while (p=next(p))
printf("%d ", p->val);

7.4 ABORI BINARI PENTRU EXPRESII

Reprezentarea unei expresii (aritmetice, logice sau de alt tip) in compilatoare se poate face fie
printr-un sir postfixat, fie printun arbore binar; arborele permite si optimizari la evaluarea expresiilor
cu subexpresii comune. Un sir postfixat edgefapt o altd reprezentare, liniara, a unui arbore binar.

Reprezentarea expresiilor prin arbori rezolva problema ordinii efectudrii operatiilor prin pozitia
operatorilor in arbore, fard a folosi paranteze sau prioritati relative intre operatori: dpstator
aplicati incepand de la frunze catre radacina, deci in ordine postfixata.

Constructia arborelui este mai simpla daca se porneste de la forma postfixatd sau prefixatd a
expresiei deoarece nu existd problema prioritdtii operatorilor si a parantezelostruirea
progreseaza de la frunze spre radacina. Un algoritm recursiv este mai potrivit daca se pleaca de la sirul
prefixat, iar un algoritm cu stiva este mai potrivit daca se pleaca de la sirul postfixat.

Pentru simplificarea codului vom considetigi numai expresii cu operanzi digdrsingura cifra,
cu operatorii aritmetici binari '+%5' ', '/' si fara spatii albe intre operanzi si operatori. Eliminarea
acestor restrictii nu modifica esenta problemei si nici solutia discutata, dar compgliegnantarea ei.

Pentru expresid+3*2 - 8/4 arborele echivalent arata astfel:
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Operanzii se aflda numai in noduri terminale iar operatorii numai Tn noduri intealuarea
expresiei memorate TRtm arbore binar este un caz particular de vizitare postfixatd a nodurilor
arborelui si se poate face fie recursiv, fie folosind iwdste pointeri la noduri. Nodurile sunt
interpretate diferit (operanzi sau operatori), fie dupa continutul lor, fie dupd pozitia lor in arbore
(terminale sau neterminale).

Evaluarea recursiva a unui arbore expresie se poate face cu functia urmatoare.

int eval (tnod * r) {

int vst, vdr ; /I valoare din subarbore stanga si dreapta
if (r == NULL)

return O;
if (isdigit(r—val)) /I daca este o cifra

return r—val -'0"; /I valoare operand

/I operator
vst = eval(r—st); /I valoare din subarbore stanga
vdr = eval(r—dr); /I valoare din subarbore dreapta
switch (r—val) { /I r—val este un operator

case '+': return vst + vdr;
case '*': return vst * vdr;

case '-': return vst - vdr;
case '/": return vst/ vdr;
}
return O;

}

Algoritmul de creare arbore pornind de la forma postfixatd sau prefixatd seaména cu algoritmul de
evaluare a unei expresii postfixate (prefixate). Functia urméatoare foloseste o stivi de pointeri la
noduri si creea (sub)arbori care se combina treptat-imtrsingur arbore final.

tnod * buidtree ( char * exp) { /I exp= sir postfixat terminat cu 0O
Stack s ; char ch; /I s este o stiva de pointeri void*
tnod* r=NULL; /I r= adresa radacina subarbore
initSt(s); /l'initializare stiva goala
while (ch=*exp++) { /l repeta pana la sfarsitul expresiei exp
r=new tnode; /I construire nod de arbore
r—val=ch; /I cu operand sau operator ca date
if (isdigit(ch)) // daca ch este operand
r—st=r—dr=NULL; /I atunci nodul este o frunza
else { // daca ch este operator
r—dr =(tnod*)pop (s); /I la dreapta un subarbore din stiva
r—st= (tnod*)pop (s); /I la stanga un alt subarbore din stiva
push (s,r); /I pune radacina noului subarbore in stiva
return r; /l radacina arbore creat { return(tnod*)pop(s);}
}

Pentru expresia postfixatd 132*+84fvolutia stivei dupa 5 pasi va fi urméatoarea:

L +
L -2 : 7\
1 o3 s T 70 S
-1 |__|-»1 |_|-»1 |__|-»1 3 2 . /[ \
3

Functia urmétoare creeaza un arbore binar pornind de la o expresie prefixata:

2
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tnod* build ( char p[], int & i) { /I p este sirul prefixat, terminat cu zero
tnod* nou= (tnod*) malloc(sizeof (thod)); // creare nod nou
if (p[i]==0) return NULL; /I daca sfarsit sir prefixat
if (isdigit(p[i])) { /I daca este o cifra
nou—val=p[i++]; /I se pune operand in nod
nou—st=nou->dr=NULL; /I nodul este o frunza
}
else { /I daca este operator
nou—val=p[i++]; /I se pune operator in nod
nou—st= build(p,i); /I primul operand
nou—dr= build (p,i); /I al doilea operand
}
return nou; /I nod creat (in final, radacina)
}

Crearea unui arbore dintrexpresie infixatd, cu paranteze (forma uzuald) se poate face modificand
functiile mutual recursive cafgermit evaluarea acestei expresii.

7.5 ARBORI HUFFMAN

Arborii Huffman sunt arbori binari folositi Ints metoda de compresie a datelor care atribuie
fiecarui caracter (octet) un cod binar a carui lungime depinde de frecventa octetului codificat; cu ca
un caracter apare mai des fatr fisier cu atat se folosesc mai putini biti pentru codificarea lui. De
exemplu, inttun fisier apar 6 caractere cu urmétoarele frecvente:

a (45), b(13), c(12), d(16), e(9), f(5)

Codurile Huffman pentru actescaractere sunt:

a= 0, b=101, c=100, d=111, e=1101, f=1100

Numarul de biti necesari pentru un fisier de 1000 caractere va fi 3000 Tn cazul codificarii cu cate 3
biti pentru fiecare caracter si 2240 in cazul folosirii de coduri Huffmaai, sk poate realiza o
compresie de cca. 25% (in cele 1000 de caractere vor fi 450 de litere 'a’, 130 de litere 'b’, 120 litere 'c’,
s.a.m.d).

Fiecare cod Huffman incepe cu un prefix distinct, ceea ce permite recunoasterea lor la
decompresie; de exemplisierul comprimat 001011101 va fi decodificat ca 0/0/101/1101 = aabe.

Problema este de a stabili codul fiecarui caracter functie de probabilitatea lui de aparitie astfel Tncat
numarul total de biti folositi in codificarea unui sir de caractereies@mfnim. Pentru generarea
codurilor de lungime variabild se foloseste un arbore binar in care fiecare nod neterminal are exact doi
succesori.

Pentru exemplul dat arborele de codificare cu frecventele de aparitie in nodurile neterminale si cu
literele codificate in nodurile terminale este :

5(100)
0/ V1
a(@45)  4(55)
0/ \1
2(25)  3(30)
0/ \1 0/ \1
c(12) b(13) 1(14) d(16)
0/ \1
f(5) e(9)

Se observa introducerea unor noduri intermediare notate cu cifre.
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Pentru codificare se parcurge arborele incepand de la radacina si g& eé@tauun bit 0 pentru un
succesor la stanga si cate un bit 1 pentru un succesor la dreapta.

Construirea unui arbore Huffman seaména cu construirea arborelui echivalent unei expresii
aritmetice: se construiesc treptat subarbori cu numar tot mai mareddé pana cand rezultd un
singur arbore. Diferenta este ca n cazul expresiilor se foloseste o stiva pentru memorarea radacinilor
subarborilor, iar in algorimul Huffman se foloseste o coada cu prioritati de subarbori binari care se
combina treptat.

Algoritmul genereaza arborele de codificare ihcepand de jos Tn sus, folosind o coada cu prioritati,
ordonatd crescator dupa frecventa de aparitie a caracterelor. La fiecare pas se extrag primele doud
elemente din coada (cu frecvente minime), se creeaz@ cun esubarbore si se introduce in coada un
element a carui frecventa este egala cu suma frecventelor elementelor extrase.

Coada poate memora adrese de noduri de arbore sau valori din nodurile radacina (dar atunci mai
este necesara o cautare in arborerpeaflarea adresei nodului).

Evolutia cozii de caractere si frecvente pentru exemplul dat este :

f(5), e(9), c(12), b(13), d(16), a(45)
c(12), b(13), 1(14), d(16), a(45)
1(14), d(16), 2(25), a(45)

2(25), 3(30), a(45)

a(45), 4(55)

5(100)

Elementele noi addugate la coada au fost numerotate in ordinea producerii lor.

La Tnceput se introduc in coada toate caracterele, sau pointeri la noduri de arbore construite cu
aceste caractere Biecventa lor. Apoi se repetadlnpasi (sau pana cand coada va contine un singur
element) de forma urmatoare:

- extrage si sterge din coada primele doud elemente (cu frecventa minima)

- construieste un nou nod cu suma frecventelor si avand ca stilzaitesele scoase din coada

- introduce Tn coada adresa noului nod (radacina a unui subarbore)

Exemple de definire a unor tipuri de date utilizate in continuare:

typedef struct hnod { /I un nod de arbore Huffman
char ch ; int fr; // un caracter si frecventa lui de utilizare
struct hnod *st,*dr; // adrese succesori

} hnod;

Functia urméatoare construieste arborele de codificare:

/I creare arbore de codificare cu radacina r
int build (FILE* f, hnod* & r ) { /I f= fisier cu date (caractere si frecvente)
hnod *t1,*t2,*t3;
int i,n=0; char ch, s[2]={0};

int fr2,fr;
pPq q; /I coada cu prioritati de pointeri hnod*
initPQ (q); /[ initial coada e vida

/I citire date din fisier si adaugare la coada
while ( fscanf(f,"%1s%d",s,&fr) |= EOF){

addPQ (q, make(s[0], fr, NULL,NULL)); /I make creeaza un nod
n++; /l n= numar de caractere distincte
}
/I creare arbore
i=0; // folosit la numerotare noduri interne
while (! emptyPQ(q)) {
tl= delPQ(Qq); /I extrage adresa nod in tl

if (emptyPQ(q)) break;
t2= delPQ(Qq); /I extrage adresa nod in t2
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fr2 = t1>fr + t2—fr; I/ suma frecventelor din cele doua noduri
ch=i+'1"; i++; Il ch este caracterul din noul nod
t3 = make(ch,fr2,t1,t2); // creare nod cu ch si fii t1 si t2
addPQ (q, t3); /I adauga adresa nod creat la coada q
r=ti; // ultimul nod din coada este radacina arborelui
return n; /l numar de caractere

}

Determinarea codului Huffman al unui caracter ¢ inseamna aflarea céii de la radacina la nodul ce
contine caracterul ¢, prin cautare in arbor@entru simplificarea programarii si verificarii  vom

genera siruri de caractre(ieuride®itnd).si 616 si nu conf
Functia urmatoare produce codul Huffman al unui caracter dat ca sir de cifre binare (terminat cu
zero), dar “n ordine invers« (se poate apoi i nve

/I codificare caracter ch pe baza arborelui a; hc=cod Huffman
char* encode (hnod* r, char ch, char* hc) {
if (r==NULL) returnr;
if (r>val.ch==ch) return hc; /I daca s-a gasit nodul cu caracterul ch

if (encode (r—st, ch, hc)) /I cauta in subarbore stanga
return strcat(hc,"0"); /I si adauga cifra 0 la codul hc

if (encode (r—dr, ch, hc)) /I cauta in subarborele dreapta
return strcat(hc,"1"); /I si adauga cifra 1 la codul hc

else /I daca ch negasit in arbore

return NULL;

Un program pentrdecompresie Huffman trebuie s primeasca atéat fisierul codificat cat si arborele
folosit la compresie (sau datele necesare pentru reconstruirea sa). Arborele Huffman (si orice arbore
binar) poate fi serializat Tnts forma fara pointeri, prin 3 vectorigasa contind valoarea (caracterul)
din fiecare nod, valoarea fiului stdnga si valoarea fiului dreapta. Exemplu de arbore serializat:

car 5 4 2 3 1
st a 2 c 1 f
dr 4 3 b d e

Pentru decodificare se parcur@dorele de la radacina spre stanga pentru o cifra zero si la dreapta
pentru o cifrd 1; parcurgerea se reia de la raddacind pentru fiecare secventéd de biti arborele Huffman.
Functia urmatoare foloseste tot arborele cu pointeri pentru afisarea caratedificate Huffman
intr-un sir de cifre binare:

void decode (hnod* r, char* ht) { // ht = text codificat Huffman (cifre 0 si 1)

hnod* p;
while ( *ht 1= 0) { /I cat timp nu e sfarsit de text Huffman
p=r; /I incepe cu radacina arborelui
while (p—>st!=NULL) { /I cat timp p nu este nod frunza
if (*ht=="0") // daca e o cifra 0
p= p—st; /I spre stanga
else // daca e o cifra 1
p=p->dr; /| spre dreapta
ht++; /I si scoate alta cifra din ht
}
putchar(p—ch); /I scrie sau memoreaza caracter ASCII
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Deoarece pentru decodificare este necesara trimiterea arborelui Huffman Tmpreuna cu fisierul
codificat, putem construile la Tnceput un arbore fara pointeri, cu vectori de indici catre succesorii
fiecarui nod. Putem folosi un singur vector de structuri (0 structurd corespunde unui nod) sau mai
multi vectori reunitiintr-o structurd. Exemplu de definire a tipurilor de dfiksite intrun arbore
Huffman fara pointeri, cu trei vectori: de date, de indici la fii stAnga si de indici la fii dreapta.

#define M 100 /I dimensiune vectori (nr. maxim de caractere)
typedef struct {
int ch; /I cod caracter
int fr; /I frecventa de aparitie
} cf; /I o pereche caracter-frecventa
typedef struct {
cf c[M]; /I un vector de structuri
int n; /I dimensiune vector
} pq; /I coada ca vector ordonat de structuri

typedef struct {
int st{M], dr[M] ; // vectori de indici la fii

cf v[M]; /I valori din noduri
intn; /I nr de noduri in arbore
} ht; /I arbore Huffman

Vom exemplifica cu functia de codificare a caracterelor ASCII pe baza arborel

char* encode (bt a, int k, char ch, char* hc) { /I hc initial un sir vid
if (k<0) return O;

if (a.v[k].ch==ch) /I daca s-a gasit caracterul ch in arbore
return hc ; /I hc contine codul Huffman inversat

if (encode (a,a.st[k],ch, hc)) /l daca ch e la stanga
return strcat(hc,"0"); /I adauga zero la cod

if (encode (a,a.dr[k],ch,hc)) /l daca ch e la dreapta
return strcat(hc,"1"); /I adauga 1 la cod

else return O;

}

Arborele Huffman este de fapt un dictionar care asociaza fiecarui caracter ASCII (cheia) un cod
Huffman (valoarea asociata cheii); la codificare se cauta dupa cheie iar la decodificare se cauta dupa
valoare (este un dictionar bidirectiondiplementarea ca arbore permite cautarea rapida a codurilor
de lungime diferitd, la decodificare.

Metoda de codificare descrisa este un algoritm Huffman static, care necesitd doué treceri prin
fisierul initial: una pentru determinarea frecventei de ajagifiecarui octet si una pentru construirea
arborelui de codificare (arbore static, nemodificabil).

Algoritmul Huffman dinamic (adaptiv) face o singura trecere prin fisier, dar arborele de codificare
este modificat dupd fiecare nou caracter citit. Rekecodificare nu este necesard transmiterea
arborelui Huffman deoarece acesta este recreat la decodificare (ca si in algoritmul LZW). Acelasi
caracter poate fi Tnlocuit cu diferite coduri binare Huffman, functie de momentul cand a fost citit din
fisier si de structura arborelui din acel moment. Arborele Huffman rezultat dupa citirea intregului
fisier nu este identic cu arborele Huffman static, dar eficienta lor este comparabild ca numar de biti pe
caracter.

Arborii Huf f man au driomr ipegtogpteaa yde : i forrdtceed n(ofds |
un frate si este posibild ordonarea crescatoare a nodurilor astfel ca fiecare nod sé fie langa fratele sau,
la vizitarea nivel cu nivel. Aceasta proprietate este mentinutd prin schimbari de nodueléntee
incrementarea ponderii unui caracter (care modificd pozitia nodului cu acel caracter in arbore).
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7.6 ARBORI GENERALI (MULTICAI )

Un arbore gener al (AMul tiway Treeo) este wun ar
succesori, ungolimitat (arbori B si arbori 23) dar de obicei nelimitat.

Arborii multicai pot fi clasificati Tn doua grupe:
- Arbori de céutare, echilibrati folositi pentru multimi si dictionare (arbori B);
- Arbori care exprima relatiile dintre elementele uneiectil si a caror structurd nu mai poate fi
modificatd pentru reechilibrare (nu se pot schimba relatiile p&iigte

Mul te structuri arborescente finaturaled (care
numarul succesorilor unui nod nu eBteitat. Exemplele cele mai cunoscute sunt: arborele de fisiere
care reprezinta continutul unui volum disc si arborele ce reprezintd continutul unui fisier XML.

In arborele XML (numit si arbore DOM) nodurile
tago), iar nodurile frunz« contin textele dintre
In arborele creat de un parser XML (DOM) pe baza unui document XML fiecare nod corespunde

unui element XML. Exemplu de fisier XML.:

<priceList>
<computer>
<name> CDC </name>
<price> 540 </price>
</ computer >
<computer>
<name> SDS </name>
<price> 495 </price>
</ computer >
</priceList>

Arborele DOM (Document Object Model) corespunzator acestui document XML.:

priceList
/\
computer computer

/\ /\
name price name price
I I I I
CDC 540 SDS 495

Sistemul de fisiere de pe un volum are o radacina cu nume constant, iar fiecare nod corespunde
unui fisier; nodurile interne sunt subdirectoare, iainmor i | e frunz« sunt fisier
Exemplu din sistemul M8Vindows:

\
Program Files
Adobe
Acrobat 7.0
Reader

Internet Explorer

iexplorer.exe
WinZip

winzip.txt

wz.com

wz.pif

Un arbore multicai cu radacina se poate implementa n cel putin doud moduri:
a) - Fiecare nod contine un vector de pointeri la nodurile fii (succesori directi) sau adresa unui vector
de pointeri, care se extinde dinamic.
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De exemplu, arborele deris prin expresia cu paranteze urmatoare:
a(b(c,d(e), f(g, h), k)

se va reprezenta prin vectori de pointeri la fii ca Tn figura urmatoare:

In realitate numarul de pointeri pe nod va fi mai mare tdeel strict necesar (din motive de
eficientd vectorul de pointeri nu se extinde prin marirea capacitétii cu 1 ci prin dublarea capacitatii sau
prin adunarea unui increment constant):

/I definitia unui nod de arbore cu vector extensibil de fii
typedef struct tnod {

int val; /I valoare (date) din nod
int nc, ncm; /I nc=numar de fii ai acestui nod, ncm=numar maxim de fii
struct tnod ** kids; /I vector cu adrese noduri fii
} thod;
b) - Fiecare nod contine 2 pointeri: la primul ui |l a fratele urm«tor (Al ef

acest fel un arbore multicéi este redus la un arbore binar. Putem considera si c& un nod contine un
pointer la lista de fii si un pointer la lista de frB exemplu, arborele  a (b (c,d (e))g, h), k)
se va reprezenta prin legaturi la fiul stanga si la fratele dreapta astfel:

b p >k
A 4 A 4
c > d g » h
A 4
e
Structura unui astfel de arbore este similard cu structurdunes t e Li sp: ficar o cor e
primului fiu iar fAcdro cu adresa primului frate

Desenul urméator arata arborele anterioiffate ca arbore binar:
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Succesorul din stanga al unui nod reprezintd primul fiu, iar succesorul din dreapta este primul
frate. In repreentarea fitfrate un nod de arbore poate fi definit astfel:

typedef struct tnod {
int val,
struct tnod *fiu, *frate;
} tnod;

Exemple de functii pentru operatii cu arbori ce contin adrese cétre fiu si frate :

void addChild (tnod* crt, tnod* child) { /I adaugare fiu la un nod crt

tnod* p;
if (crt—>fiu == NULL) /I daca este primul fiu al nodului crt
crt—fiu=child; /I child devine primul din lista
else { /I daca child nu este primul fiu
p=crt—fiu; /I adresa listei de fii
while (p—frate '= NULL) /I mergi la sfarsitul listei de fii ai lui crt
p=p—frate;
p—frate=child; /I adauga child la sfarsitul listei
}
}
/I afisare arbore fiu-frate
void print (tnod* r, int ns) { /I ns= nr de spatii ptr acest nivel
if (r '=NULL) {
printf ("%*c%d\n",ns," ",r—val); // valoare nod curent
print (r—>fiu,ns+2); /l subarbore cu radacina in primul fiu
r=r—fiu;
while (r!= NULL) { /I cat mai sunt frati pe acest nivel
print (r—>frate,ns+2); /I afisare subarbore cu radacina in frate
r=r—frate; /I si deplasare la fratele sau
}
}
}

Pentru afisare, cautare si alte operatii putem folosi functiile de la arbori binadefatie adresa
primului fiu corespunde subarborelui stanga iar adresa fratelui corespunde subarborelui dreapta.
Exemple de functii pentru arbori generali vazuti ca arbori binari:

/I afisare prefixata cu indentare (ns=nivel nod r)
void print (tnod* r, int ns) {

if (r '=NULL) {
printf("%*c%d\n",ns," ', r—>val);
print(r—fiu,ns+2); /I fiu pe nivelul urmator
print (r—frate,ns); /I frate pe acelasi nivel
}

}

// cautare x in arbore
tnod* find (tnod*r, int x) {

tnod* p;
if (r==NULL) return r; /I daca arbore vid atunci x negasit
if (x==r—val) /I daca x in nodul r
return r;
p=find(r—fiu,x); /I cauta in subarbore stanga (in jos)

return p? p: find(r—frate, x); // sau cauta in subarbore dreapta

}

#define max(a,b) ( (a)>(b)? (a): (b))
/I inaltime arbore multicai (diferita de inaltime arbore binar)
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int ht (tnod* r) {
if (r==NULL)
return O;
return max ( 1+ ht(r—fiu), ht(r—frate));

Pentru arborii ce contin vectori de fii in noduri vom considera cd vectorul de pointeri la fii se
extinde cu 1 la fiecare addugare a unui nou fiu, desi in acest fel se poate ajunge la o fragmentare
excesiva a memoriei alocate dinamic.

/I creare nod frunza
tnod* make (int v) {
tnod* nou=(tnod*) malloc( sizeof(tnod));
nou—val=v;
nou—nc=0; nou—kids=NULL;
return nou;
}
/I adaugare fiu la un nod p
void addChild (thod*& p, tnod* child) {
p—kids =(tnod**) realloc (p—kids, (p—nc + 1)*sizeof(tnod*)); // extindere
p—kids[p—nc]=child; /I adauga un nou fiu
(p—nc)++; /I marire numar de fii
}
/I afisare prefixata (sub)arbore cu radacina r
void print (tnod* r, int ns) {

int i;
if (r '=NULL) {
printf ("%*c%d\n",ns,' ',r—val); // afisare date din acest nod
for (i=0;i< r—>nc;i++) /I repeta pentru fiecare fiu
print ( r—>kids[i], ns+2); /I afisare subarbore cu radacina in fiul i
}
}

/l cauta nod cu valoare data x in arbore cu radacina r
tnod* find (tnod * r, int x) {

inti; tnod* p;
if (r==NULL) return NULL; // daca arbore vid atunci x negasit
if (r>val==x) /I daca x este in nodul r
return r;
for (i=0;i<r—nc;i++) { /I pentru fiecare subarbore i al lui r
p=find (r—kidsJi],x); /I cauta pe x in subarborele i
if (p!=NULL) /I daca x gasit in subarborele i
return p;
}
return NULL; /I x negasit in toti subarborii lui r

Pentru ambele reprezentéri de @arbmulticdi addugarea unui pointer catre périnte Tn fiecare nod
permite afisarea rapida a cdii de la radacina la un nod dat si simplificarea altor operatii (eliminare nod,
de exemplu), fiind o practica curenta.

In multe aplicatii relatiile dintre nodurilenui arbore multicai nu pot fi modificate pentru a reduce
indltimea arborelui (ca In cazul arborilor binari de céutare), deoarece aceste relatii sunt impuse de
aplicatie si nu de valorile din noduri.

Crearea unui arbore nebinar se face prin adaugareadeunr i frunz«, f ol osi nd
S i Afindo.

Nodul fiu este un nod nou creat cu o valoare daté (cititéd sau extrasérdfrgier sau obtinuta prin
alte metode). Nodul parinte este un nod existent anterior in arbore; el poate fi orice mbdreirjdat
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prin valoarea sa) sau poate fi nodul ficurent o,
de la un nod la altul.

Datele pe baza cérora se construieste un arbore pot fi date ih mai multe forme, care reprezinta
descrieri liniare padbile ale relatiilor dintre nodurile unui arbore. Exemple de date pentru crearea
arborelui: 1(1.1(1.1.1,1.1.2),1.2(1.2.1), 1.3)

- perechi de valori tatéiu, Tn orice ordine:
111;112;12121;11111 ;113112

- liste cu fiii fiec&rui nod din arbore:
11112 13;11111112 ;12 121

- secvente de valori de pe o cale ce pleaca de la radéacina si se termina la o frunza:
1/1.1/1.1.1;1/1.1/2.1.2;1/1.2/1.2115%

Ultima forma este un mod de identificare a unor noduri dintarbore si se foloseste pentru calea
completa la un fisiere si in XPath pentru noduri dimtrarbore (dinto structurd) XML.

Algoritmul de construire a unui arbore cu fisierele dimtrdirector si din subdirectoarele sale este
recursiv: la fiecare apel primeste un nume de fisier; daca acest fisier este un subdirector atunci creeaza
noduri pentru fisierele din subdirector si repetd apelul pentru fiecare din aceste fisiere. Dir fisierel
normale se creeaza frunze.

void filetree ( char* name, thode* r) { /I r= adresa nod curent

daca finamed nu e director atunci return

repeta pentru fiecare fisier Afiled din Anameodo {
creare nod Anouod cu valoarea #Afil eo

adauga nod fAnouodo | a nodul r

daca fAfiled este un director atunci
filetree (file, nou);

}

}

Pozitia curentd in arbore coboard dupa fiecare nod creat pentru un subdirector si urca dupa crearea
unui nodfrunza (fisier normal).

Nodul radaciné este construit separat, iar adresa sa este transmisa la primul apel.

Standardul DOM (Document Object Model), elaborat de consortiul W3C, stabileste tipurile de
date si operatiile (functiile) necesare pentru creaigarelucrarea arborilor ce reprezintd structura
unui fisier XML. Standardul DOM urmareste separarea programelor de aplicati de modul de
implementare a arborelui si unificarea accesului la arborii creati de programe parser XML de tip
DOM .

DOM este un moel de tip arbore general (multicéi) in care fiecare nod are un nume, o valoare si
un tip. Numele si valoarea sunt (pointeri la) siruri de caractere iar tipul nodului este un intreg scurt cu
valori precizate in standard. Exemple de tipuri de noduri (caivalmerice si simbolice):

1 (ELEMENT_NODE) nod ce contine un marcaj (tag)
3 (TEXT_NODE) nod ce contine un text delimitat de marcaje
9 (DOCUMENT_NODE) nod rad&cind al unui arbore document

Un nod element are drept nume marcajul corespunzatansileare unica pentru toate nodurile de
tip 1 un pointer NULL. Toate nodurile text au

a

mar caj e. Ti pul ANodeodo (sau ADOMNodeo) desemneaz

operatii de creare/moddfare sau de acces la noduri dimtrarbore DOM.

Implementarea standardului DOM se face pintn  pr ogram de tip fAparser

programatorilor de aplicatii operatii pentru crearea unui arbore DOM prin program sau pe baza
analizei unui fisier XM, precum si pentru acces la nodurile arborelui Tn vederea extragerii
informatiilor necesare in aplicatie. Programul parser face si o verificare a utilizarii corecte a
marcajelor de inceput si de sfarsit (de corectitudine formala a fisierului XML analizat)
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Construirea unui arbore XML se poate face fie prinfunctie recursiva, fie folosind o stiva de
pointeri la noduri (ca si in cazul arborelui de fisiere), fie folosind legéatura la nodul parinte: in cazul
unui marcaj de Tnceput (de forma <tag>) se cdboa nivel, iar in cazul unui marcaj de sfarsit (de
forma </tag>) se urca un nivel in arbore. Acest ultim algoritm de creare a unui arbore DOM pe baza
unui fisier XML poate fi descris astfel:

creare nod radacina r cu valoarea fiDocumento
crt=r /l pozitie curenta in arbore
repeta cat timp nu e sfarsit de fisier xml {
extrage urmatorul simbol din fisier in token
daca token este marcaj de inceput atunci {
crear e n o cddanuma marcajv a
adauga la crt pe nou

crt=nou /I coboara un nivel
}
daca token este marcaj de sfarsit atunci
crt = parent(crt) /I urca un nivel, la nod parinte

daca token este text atunci {
creare nod fAinoud cu valoare text
adauga la crt pe nou /I si ramane pe acelasi nivel

}
}

7.7ALTE STRUCTURI DE ARBORE

Repezentarea sirurilor de caractere prin vectori conduce la performante slabe pentru anumite
operatii asupra unor siruri (texte) foarte lungi, asa cum este cazul editarii unor documente mari. Este
vorba de durata unor operatii cum ar fi intercalarea untiliexun document mare, eliminarea sau
Tnlocuirea unor portiuni de text, concatenarea de texte, s.a., dar si de memoria necesara pentru operatii
Cu siruri nemodi ficabile (Ai mmutabled), sau peni
textebr necesar« pentru anularea unor operati:. ant e

Structura de date numit« Aroped (ca variant« a
caractere) a fost propusa si implementata (in diferite variante) pentru a permite opeiatiieetu
texte foarte lungi (de exemplu clasa fAiropedo din

Un Aropeod este un arbore multic«i, real i zat de
contin (sub)siruri de caractere (ca pointeri la vectori alocati dinamic).

DacAvrems& cr i em c ont i nu-unufisier atunci se vér scdepsacoesiv sirurile din
nodurile frunz&, de la stanga la dreapta.

Nodurile interne sunt doar puncte de reunire a unor subsiruri, prin concatenarea carora a rezultat
textul reprezentat pririni r o p e 0 . Anumite operati-undér onped f s50cE
realizate prin modificarea unor noduri din arbore, fard deplasarea in memorie a unor blocuri mari si
fara copierea inutilda a unor siruri dintn loc in altul (pentru a pastra intasteurile concatenate).

Figura urm«toare este preluat« din articolul c:
concat
concat Afoxo
ATheo Aqui ck b
Crearea de noduri intermedi are de tip ficoncato
m« roi “"n«l ti mea exittilpulrde dautare afumuocpracter, (saws subsiguimr fir op e 0 .
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Din acest motiv concatenarea unor siruri scurte se face direct in nodurile frunza, faré crearea de
noduri noi. Sau ma i propus si alte optimiz«rlbrarpaent r u
automatd a arborelui, care poate deveni un arbore B sau AVL. Pentru a stabili momentul cand devine
necesara reechilibrarea se poate impune o naltime maxima si se poate memora in fiecare nod intern
Tnaltimea (sau adancimea) sa.

Determinarea poZ#i unui caracter (subsir) dat inirn t e x t Aroped necesit« n
nod a lungimii subsirului din fiecare subarbore. Algoritmul care urmeaza extrage un subsir de lungime

- ~

il end care ncepe “n pozitia Astarto a unui rope

substr(rope,start,len)
/I partea stanga din subsir
if start <=0 and len >= length(rope.left)
left= rope.left /Il subsirul include subarborele stanga
else
left= substr(rope.left,start,len) /I subsirul se afla numai in subarborele stanga
/I partea dreapta din subsir
if start <=length(rope.left) and start + len >= length(rope.left) + length(rope.right)

right=rope.right /I subsirul include subarborele dreapta
else
right=substr(rope.right,start-length(rope.left), len- length(left))
concat(left,right) /I concatenare subsir din stanga cu subsir din dreapta
|l mpl ementarea “n | imbajul C a un-auwuniunedadoudie ar b

structuri: una pentru noduri interne si una pentru noduri &unz

Un arbore ATried (de |l a Aretrieved = reg«sire)
de caractere sau unor siruri de biti de lungimi diferite, dar care au in comun unele subsiruri, ca
prefixe. In exemplul urmétor este un trie strnit a sirurile cana, cant, casa, dop, mic, minge.

I ]\
c d m
/ |\
a o] i
[\ /\
n s p Cc n
I\ |
a t a g

Nodurile unui trie pot contine sau nu date, iar un sir este o cale de la radacina la un nod frunza sau
la un nod interior. Pentru siruri de biti arborele trie este binar, dar pentru siruri de caacoteede
trie nu mai este binar (numarul de succesori ai unui nod este egal cu numarul de caractere distincte din
sirurile memorate).

Intr-un trie binar pozitia unui fiu (la stinga sau la dreapta) determind implicit valoarea fiului
respectiv (0 sau 1).

Avantajele unui arbore trie sunt:
- Regasirea rapida a unui sir dat sau verificarea apartenentei unui sir dat la dictionar; numérul de
comparatii este determinat numai de lungimea sirului cdutat, indiferent de numarul de siruri memorate
n dictionar (deceste un timp constant O(1) in raport cu dimensiunea colectiei). Acest timp poate fi
importantintun program fispell checker 0 c-unreatapagineisaui c « d:
nu unui dictionar.
- Determinarea celui mai lung prefix al unui satccare se afla in dictionar (operatie necesara in
algoritmul de compresie LZW).
- O anumita reducere a spatiului de memorare, daca se folosesc vectori in loc de arbori cu pointeri.
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Exemplul urmator este un trie binar in care se memoreaza numerele,@,3,8,8,10 care au
urmatoarele reprezentari binare pe 4 biti : 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,... 1010

/ \
o/ \1 bit 0
o \1 o \1 bit 1
0/ \10/\1 0/ \10/ \1 bit 2
-426 - 537
1 \1 \1 bit 3
8 10 9

Este de remarcat ca structura unui arboreni@epinde de ordinea in care se adauga valorile la
arbore, iar arborele este Tn mod natural relativ echilibraltimea unui arbore trie este determinata de
lungimea celui mai lung sir memorat si nu depinde de numarul de valori memorate.

Arborele Hufiman de coduri binare este un exemplu de trie binar, in care codurile sunt céi de la
radacina la frunzele arborelui (nodurile interne nu sunt semnificative).

Pentru arbori trie este avantajoasa memorarea lor ca vectori (matrice) si nu ca arbori cu pointeri
(un pointer ocupa uzual 32 biti, un indice de 16 biti este suficient pentru vectori de 64 k elemente). O
solutie si mai compacta este un vector de biti, Tn care fiecare bit marcheaza prezenta sau absenta unui
nod, la parcurgerea in latime.

Dictionarul fd o s i t de algorit mul de compresie LZW po:
ur m«t or este arborele trie, reprezentat prin
"abbaabbaababbaaaabaabba" :

i 01234 56 7 8 910 11 12 13 14
w - a b ab bb ba aaabbbaaaba abba aaa aab baab bba
lefft 1 6 5 9 147 1% - - - - - - -
right 2 3 4 7 - - 12 13 - - - - - - -

In acest arbore trie toate nodurile sunt semnificative, pentru céa reprezintd secvente codificate, iar
codurile sunt <chiar pozitiile “n vectori (notat
statngapdul 1 (6ad) si | a dreapta nodul 2 (6bd), s.
C«utarea unui sir 6wd " n acest arbore arat« astf

/I cautare sir in trie
int get ( short left[], short right[],int n, char w[]) {

intijk;
i=k=0; /I i = pozitie curenta in vectori (nod)
while (i >=0 && w[k] '=0){ // cat timp mai exista noduri si caractere in w
j=i; /I j este nodul parinte al lui i
if (w[k]=="a") /1l daca este 6a6b
i=left[i]; /I continua la stanga
else /'l daca este 0DbO
i=right[i]; /I continua la dreapta
k++; /I caracterul urmator din w
}
return j; // ultimul nivel din trie care se potriveste
}
Ad«ugarea unui sir Oo0wb6 |l a arborele triadeel ncepe
ma i l ung prefix din 6wd aflat “"n trie si continu

Pentru reducerea spatiului de memorare in cazul unor cuvinte lungi, cu prea putine caractere
comune cu alte cuvinte in prefix, este posibilé asanea unei subcai din arbore ce contine noduri cu
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un singur fiu inttun singur nod; acesti arbori trie comprimati se numesc si arbori Patricia (Practical
Algorithm to Retrieve Information Coded in Alphanumeric).

Intr-un arbore Patricia nu existd nodati un singur succesor si in fiecare nod se memoreaza
indicele elementului din sir (sau caracterul) folosit drept criteriu de ramificare.

Un arbore de sufixe (suffix tree) este un trie format cu toate sufixele cu sens ale unui sir dat; el
permite verificaea rapida (intun timp proportional cu lungimea lui ) a conditiei ca un sir dat q s&
fie un suffix al unui sir dat s.

Arborii KD sunt un caz special de arbori binari de cautare, iar arborii QuadTree (QT) sunt arbori
multicai, dar utilizarea lor esteceeasi: pentru descompunerea unui spatiimensional in regiuni
dreptunghiulare (hiperdreptunghiulare pentru k *R2gcare regiune (celuld) contine un singur punct
sau un numar redus de puncte dmortiune a spatiului-dimensional. Impartirea spatui se face
prin (hiper)plane paralele cu axele.

Vom exemplifica cu cazul unui spatiu bidi mens
reprezintd alternativa arkitor 2D. Intr-un arbore QT fiecare nod care nu e o frunza are exact 4
succesoriArborii QT sunt folositi pentru reprezentarea compactd a unor imagini fotografice care
contin un numar mare de puncte diferit colorate, dar Tn care existad regiuni cu puncte de aceeasi
culoare. Fiecare regiune apare ca un nod frunza in arborele QT.

Construirea oui arbore QT se face prin Tmpértire succesiva a unui dreptunghi in 4 dreptunghiuri
egale (stanga, dreapta, sus, jos) ptintinie verticald si una orizontald. Cei 4 succesori ai unui nod
corespund celor 4 dreptunghiuri (celule) componente. Operatitvidard este aplicata recursiv pana
cand toate punctele diatin dreptunghi au aceeasi valoare.

O aplicatie pentru arbori QT este reprezentarea unei imagini colorate cu diferite culori, incadrata
ntr-un dreptunghi ce corespunde radacinii arborelui. DaeAdin celulele rezultate prin partitionare
contine puncte de aceeasi culoare, atunci se adauga un nod frunza etichetat cu acea culoare. Daca o
celuld contine puncte de diferite culori atunci este impartitd in alte 4 celule mai mici, care corespund
celor4 noduri fii.

Exemplu de imagine si de arbore QT asociat acestei imagini.

1144

2144

5567 4

5587 11 21 6 7 8 7

Nodurile unui arbore QT pot fi identificate prin numere ntregi (indici) si/sau prin coordonatele
celulei din imagine pe care o reprezinta in arbore.

Reprezentarea unui quadtree ca arborgainteri necesitd multd memorie (in cazul unui numar
mare de noduri) si de aceea se folosesc si structuri liniare cu legaturi implicite (vector cu lista
nodurilor din arbore), mai ales pentru arbori statici, care nu se modifica n timp.

Descompunerea apului 2D pentru un quadtree se face simultan pe ambele directii {priimie
orizontalda si una verticald), iar Tn cazul unui arbore 2D se face succesiv pe fiecare din cele douéd
directii (sau pe cele k directii, pentru arbori kD).

Arborii KD se folosec pentru memorarea coordonatelor unui numar relativ redus de puncte,
folosite la decuparea spatiului Tn subregiuni.-imtrarbore 2D fiecare nod din arbore corespunde unui
punct sau unei regiuni ce contine un singur punct.

Fie punctele de coordonatergdi : (2,5), (6,3), (3,8), (8,9)

O regiune plana dreptunghiulara delimitatd de punctele (0,0) si (10,10) va putea fi descompusa astfel:

®39

0,0
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Prima linie a fost orizontala la y=5 prin punctul (2,5), iar aaltinie a fost sermireapta verticala
la x=3, prin punctul (3,8). Arborele 2D corespunzator acestei impartiri a spatiului este urmatorul:

(2,5)
I\
(6.3) (3,8)
\

(8.9)

Punctul (6,3) se afld in regiunea de sub (2,5) iar (3,8) in regiunea de deasupra;|fat e
punctul (3,8) la dreapta este punctul (8,9) dar la stinga nu e nici un alt punct (dintre punctele aflate
peste orizontala cu y=5).

Alta secventé de puncte sau de orizontale si verticale ar fi condus la un alt arbore, cu acelasi numéar
de noduri @r cu altd Tnaltime si altad radacind. Daca toate punctele sunt cunoscute de la Tnceput atunci
ordinea n care sunt folosite este importanta si ar fi de dorit un arbore cu Tnéltime cat mai mica .

In ceea ce priveste or disibil@fe odlternaitd de lieiroizantala s p a't
si verticale (preferatd), fie o secventé de linii orizontale, urmata de o secventa de linii verticale, fie 0
altd secventd. Este posibild si o variantd de Tmpértire a spatiului Tn celule egale (ca la ajtarii QT
care caz nodurile arborelui kD nu ar mai contine coordonatele unor puncte date.

Fiecare nod dintun arbore kD contine un numar de k chei, iar decizia de continuare de pe un
nivel pe nivelul inferior (la stdnga sau la dreapta) este dictatd de «ledtd (sau de o altd
coordonatd). Daca se folosesc mai intai toate semidreptele ce treaprinct si apoi se trece la
punctul urmator, atunci nivelul urmator celui cu numarul j va fi (j+1)% k unde k este numarul de
dimensiuni.

Pentru un arbore 2Dédcare nod contine ca date 2 intregi (X,y), iar ordinea de téiere in ceea ce
urmeaza va fi y1, x1, y2, x2, y3, x3, .... Cautarea si inserarearir@rbore kD seamana cu operatiile
corespunzatoare dirtm arbore binar de cautare BST, cu diferenta caquare nivel se foloseste o
altd cheie in luarea deciziei.

typedef struct kdNode { /I definire nod arbore 2D
int X[2]; /l'int X[3] pentru arbori 3D (coordonate)
struct kdNode *left, *right; /[ adrese succesori

} kdNode;

/I insertie in arbore cu radacina t a unui vector de chei d pe nivelul k
void insert( kdNode* & t, int d[ ], int k) {

if(t==NULL){ /I daca arbore vid (nod frunza)
t = (kdNode*) malloc (sizeof(kdNode)) ;  // creare nod nou
t—>x[0]=d[0]; t—>x[1]=d[1]; /l initializare vector de chei (coord.)
else if( d[k] < t—>x[K] ) /I daca se continud spre stanga sau spre dreapta
insert(t—left,d,(k+1)%2 ); /[ sau 1-k ptr 2D
else
insert(t—right,d,(k+1)%?2 ); /[ sau 1-k ptr 2D
}
Il creare arbore cu date citite de la tastatura
void main() {

kdNode * r; int x[2];

int k=0; /I indice cheie folosita la adaugare

initkd (r); /I initializare arbore vid

while (scanf("%d%d",&x[0],&x[1])==2) {
insert(r,x,k); /I cheile x[0] si x[1]
k=(k+1)%2; // utilizare alternata a cheilor

}

}
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Un arbore kD poate reduce mult timpul anumitor operatii de cautare imagine sau rio baza
de date (unde fiecare cheie de cautaresponede unei dimensiuni): localizarea celulei in care se afla
un anumit punct, cautarea celui mai apropiat vecin, cautare regiuni (ce puncte se-afiEnintita
regiune), cautare cu informatii partiale (se cunosc valorile unor chei dar nu se stie ggprie dnul
sau cateva atribute ale articolelor cautate).
Exemplu cu determinarea punctelor care se afldoingiune dreptunghiulard cu punctul de
minim Al owdo si punct ul de maxim Ahigho, folosind

void printRange( kdNode* t, int low[], int high[], int k ) {
if(t == NULL ) return;
if(low[ 0] <=t>Xx[ 0] && high[ 0] >=t—>Xx[ 0] &&
low[1]<=t>x[1]&&high[1]>=t—>Xx[1])
printf( "( %d , %d )\n"t—=>x[ 0], t>x[11]);
if(low][ k] <=t>x[k])
printRange( t—left, low, high, (k+1)%2 );
if( high[ k] >=t>x[k])
printRange( t—right, low, high, (k+1)%2 );

Cautarea celui mai apropiat vecin al unui punct dat folosind un arbore kD determiit@do pr
aproximatie ca fiind nodul frunza care ar putea contine punctuEdatmplu de dinctie de cutare a
punctului Tn a carui regiuneas putea gasi un punct dat.

/I cautare (nod) regiune care (poate) contine punctul (c[0],c[1])
/I t este nodul (punctul) posibil cel mai apropiat de (c[0],c[1])
int find ( kdNode* r, int c[], kdNode * & t) {

int k;
for (k=1; r'= NULL; k=(k+1)%2) {
t=r; /I retine in t nod curent inainte de avans in arbore
if (r—>x[0]==c[0] && r—>x[1]==c[1])
return 1; /I gasit
else
if (c[K] <= r—>x[K])
r=r—left;
else
r=r—right;
]:eturn 0; /I negasit cand r==NULL
}

De exemplu, intun arbore cu punctele (2,5),(6,3),(3,9),(8,7), cel mai apropiat punct de (&8) es
(8,7), dar cel ma i apropiat punct de (4,6) este
(2,4) este mai apropiat de (2,5) desi este continut in regiunea definitd de punctul (6,3).

De aceea, dup« ce se guasreapropierean acabtuilnod ¢l regiudileé n d o ,
vecine), pana cand se gaseste cel mai apropiat punct. Nu vom intra in detaliile acestui algoritm, dar
este sigur ca timpul necesar va fi mult mai mic decét timpul de cautare a celui mai apropiat vecin intr
o mukime de N puncte, fard a folosi arbori kD. Folosind un vector de puncte (o matrice de
coordonate) timpul necesar este de ordinul O(n), dar In cazul unui arbore kD este de ordinul
O(log(n)), adica este cel mult egal cu inéltimea arborelui.

Reducerea inéltimunui arbore kD se poate face alegand la fiecare pas téierea pe dimensiunea
maxima Tn locul unei alternante regulate de dimensiuni; Tn acest caz mai trebuie memorat in fiecare
nod si indicele cheii (dimensiunii) folosite Th acel nod.
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Capitolul 8
ARBORI DE CAUTARE

8.1ARBORI BINARI DE CAUTARE

Un arbore binar de cdutare (BST=Binary Search Tree), numit si arbore de sortare sau arbore
ordonat, este un arbore binar cu proprietatea ca orice nod interior are ¥at@armare decat orice
nod din subarborele stdnga si mai mica decét orice nod din subarborele dreapta. Exemplu de arbore
binar de cautare:

5(2(1,4(3,),8(6(,7),9))

5

— T .3
Sy % > 9
4 N7

Arborii BST permit mentinerea datelor in ordine si 0 cautare rapida a unei valori si de aceea se
folosesc pentru implementarea de multimi si dictionare ordonate. Afisarea infixatd a unui arbore de
cautare produce un vector ordonat de valori.

Intr-un arbore ordonat,edcautare, este importantd ordinea memorarii succesorilor fiecarui nod,
deci este important care este fiul stdnga si care este fiul dreapta.

Valoarea maxima dinun arbore binar de cautare se afla in nodul din extremitatea dreaptd, iar
valoarea minima fnodul din extremitatea stanga. Exemplu :

// determina adresa nod cu valoare minima din arbore nevid

tnod* min ( tnod * r) { /I minim din arbore ordonat cu radacina r
while ( r—»>st 1= NULL) /I mergi la stanga cat se poate
r=r—st;
return r; /I r poate fi chiar radacina (fara fiu stanga)
}

Functia anterioard poate fi utild in determinarea succesorului unui nod dat p, in ordinea valorilor
din noduri; valoarea imediat urmétoare este fie valoarea minima din subarborele dreapta & &4 p, fi
afla mai sus de p, daca p nu are fiu dreapta:

tnod* succ (tnod* r,tnod* p) { // NULL ptr nod cu valoare maxima

if (p—dr '=NULL) /I daca are fiu dreapta
return min (p—dr); /I atunci e minim din subarborele dreapta
tnod* pp = parent (r,p); /I parinte nod p

while ( pp !'= NULL && pp—dr==p) { // de la parinte urca sus la stanga
p=pp; pp=parent(r,pp);
}

return pp; /I ultimul nod cu fiu dreapta (sau NULL)

Functi a fpaapdrintel®é und adad elat shieste fie o cautare in arbore pornitd de la
radacing, fie o singura instructiune, daca se memoreaza in fiecare nod si o legaturé la nodul périnte.
Céutarea ntun arbore BST este comparabild cu cdutarea binard pentru wedtmati: dupé ce
se compara valoarea cautata cu valoarea din radacind se poate decide in care din cei doi subarbori se
afld (daca existd) valoarea cautatd. Fiecare noud comparatie elimind un subarbore din cautare si
reduce cu 1 Tnaltimea arborelui imeae cautd. Procesul de cdutaretintarbore binar ordonat poate
fi exprimat recursiv sau nerecursiv.
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/I cdautare recursiva in arbore ordonat
tnod * find ( tnod * r, int x) {

if (r==NULL) return NULL; /I x negasit in arbore
if (x ==r—val) returnr; /I x gasit in nodul r
if (x<r—val)

return find (r—st,x); /I cauta in subarb stanga
else

return find (r—dr,x); /I cauta in subarb. dreapta

}

/I cautare nerecursiva in arbore ordonat
tnod * find (tnod * r, int x) {

while (r'=NULL) { /I cat timp se mai poate cobora in arbore
if (x ==r—val) returnr; /I x gasit la adresa r
if (x <r—val)
r=r—st; /I cauta spre stanga
else
r=r—dr; /I cauta spre dreapta
}
return NULL;
}

Timpul minim de cautare se realizeazd pentru un arbore BST echilibrat (cu indltime minima), la
care indltimile celor doi subarbori sunt egale sau difera cu 1. Acest timp este de ordmulriog n
este numarul total de noduri din arbore.

Determnarea parintelui unui noplin arborele cu radacinaprin cautare, in varianta recursiva:

tnod* parent (tnod* r, thod* p) {

if (r==NULL || r==p) return NULL; /I daca p nu are parinte
tnod* q =r; Il q va fi parintele lui p
if (p—val < g—val) /I daca p in stanga lui q
if (q—st == p) return q; /I q este parintele lui p
else return parent (gq—st,p); /I nu este g, mai cauta in stanga lui q
if (p—val > g—val) /I daca p in dreapta lui gq
if (q—dr == p) return q; /I q este parintele lui p
else return parent (q—dr,p); /I nu este g, mai cauta in dreapta lui q

}

Ad&ugarea unui nod la un arbore BST seamdana cu cautarea, pentru ca se cautd nodul frunz& cu
valoarea cea mai apropiata de valoarea sar@dauga. Nodul nou se adauga ca frunza (arborele creste
prin frunze).

void add (tnod *& r, int x) { /I adaugare x la arborele cu radacina r
tnod * nou ; /I adresa nod cu valoarea x
if (r == NULL) { /I daca este primul nod
r =(tnod*) malloc (sizeof(tnod)); /I creare radacina (sub)arbore
r—->val =x; r—st =r—dr = NULL;
return;
} /I daca arbore nevid
if (x <r—val) /I daca x mai mic ca valoarea din radacina
add (r—st,x); /I se adauga la subarborele stanga
else /I daca x mai mare ca valoarea din radacina
add (r—dr,x); /I se adauga la subarborele dreapta
}

Aceeasi functie de adaugare, fard argumente de tip referinta:
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tnod * add (tnod * r, int x) { /I rezultat= noua radacina
if (r==NULL) {
r =(tnod*) malloc (sizeof(tnod));
r—val =x;
r—st = r—-dr = NULL;
}
else

if (x <r—val)
r—st= add2 (r—st,x);
else
r—dr= add2 (r—dr,x);
return r;

}

Eliminarea unui nod cu valoare daté dimtr arbore BST trebuie sa castere urmatoarele situatii:

- Nodul de sters nu are succesori (este o frunza);
- Nodul de sters are un singur succesor;
- Nodul de sters are doi succesori.

Eliminarea unui nod cu un succesor sau fard succesori se reduce la inlocuirea legaidtl la n
sters prin legatura acestuia la succesorul sau (care poate fi NULL).

Eliminarea unui nod cu 2 succesori se face prin inlocuirea sa cu un nod care are cea mai apropiata
valoare de cel sters; acesta poate fi nodul din extremitatea dreaptd aibiastinga sau nodul din
extremitatea stadnga a subarborelui dreapta (este fie predecesorul, fie succesorul in ordine infixata).
Acest nod are cel mult un succesor
Fie arborele BST urméator

/5—
1}\4 ?\9
37 i

Eliminarea nodului 5 se face fie prin Tnlocuirea sanodul 4, fie prin inlocuirea sa cu nodul 6.
Acelasi arbore dupa inlocuirea nodului 5 prin nodul 4 :

/
1}\3 ?\9
7

Operatia de eliminare nod se poate exprima nerecursiv sau recursiv, iar functia se poate scrie ca
functie de tip "void" cu parametru refie#@ sau ca functie cu rezultat pointer (adresa radacinii
arborelui se poate modifica Tn urma stergerii valorii din nodul radacind). Exemplu de functie
nerecursiva pentru eliminare nod:

void del (tnod* & r, int x) { /I sterge nodul cu valoarea x din arborele r
tnod *p, *pp, *q, *s, *ps;
/I cauta valoarea x in arbore si pune in p adresa sa

p=r; pp=0; /I pp este parintele lui p
while (p '=0 && x != p—val) {
pp=p; /I retine adr. p inainte de modificare

p=Xx < p—val ? p—>st: p—dr;

if (p==0) return; /I nu exista nod cu val. x
if (p—>st!=0 && p—dr!=0){ /I daca p are 2 fii
/I reducere la cazul cu 1 sau 0 succesori
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/I s= element maxim la stanga lui p
s=p—>st; ps=p; /I ps = parintele lui s
while (s—dr 1= 0) {
ps=s; s=s—dr;
}
/I muta valoarea din s in p
p—val=s—val,
p=Ss; PP=pSs; /I p contine adresa nodului de eliminat

}

/I p are cel mult un fiu q
g= (p—>st == 0)? p—dr : p—o>st;
/I elimina nodul p

if (p==r) r=q; /I daca se modifica radacina
else {
if (p == pp—st) pp—st=q; /I modifca parintele nodului eliminat
else pp—dr=q; /I prin inlocuirea fiului p cu nepotul g
}
free (p);

}

/I eliminare nod cu valoare x nod din bst (recursiv)
tnod* del (tnod * r, int x) {

tnod* tmp;
if( r == NULL ) return r; /I X negasit
if( x <r—val) /I daca x mai mic
r—st = del( r-»>st,x); /I elimina din subarb stanga
else /I daca x mai mare sau egal
if( x > r—val) /I daca x mai mare
r—dr = del (r—dr,x); /I elimina din subarb dreapta
else /I daca x in nodul r
if( r>st && r—dr ){ /I daca r are doi fii
tmp = min( r—dr); /I tmp= nod proxim lui r
r—val = tmp—val; /I copiaza din tmp in r
r—dr = del ( r—dr, tmp—val ); // si elimina nod proxim
}
else { // daca r are un singur fiu
tmp =r; /I pentru eliberare memorie
r=r—st==0 ? r—>dr : rost; /I'inlocire r cu fiul sau
free( tmp );
return r; /I radacina, modificata sau nemodificata
}

8.2ARBORI BINARI ECHILIBRATI

Cautarea ntun arbore binar ordonat est eficientd dacd arborele este echilibrat. Timpul de
cautare Tntun arbore este determinat de inaltimea arborelui, iar aceasta inéltime este cu atat mai mica
cu cét arborele este mai echilibrat. Indltimea minima este O(Ig n) si se realizeaza penborein ar
echilibrat in Tnaltime.

Structura si inaltimea unui arbore binar de céutare depinde de ordinea in care se adauga valori in
arbore, ordine impusa de aplicatie si care nu poate fi modificata.

In functie de ordinea adaugérilor de noi noduri (sintwal de stergeri) se poate ajunge la arbori
foarte dezechilibrati; cazul cel mai defavorabil este un arbore cu toate nodurile pe aceeasi parte, cu un
timp de cdutare de ordinul O(n).

Ideea generald este ajustarea arborelui dupd operatii de adaugale si®ngere, dacd aceste
operatii strica echilibrul existent. Structura arborelui se modifica prin rotatii de noduri, dar se mentin
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relatiile dintre valorile continute Tn noduri. Este posibila si modificarea anticipatd a unui arbore,
Tnainte de addugareaei valori, pentru ca se poate afla subarborele la care se va face adaugarea.
Exemple de arbori binari de cautare cu acelasi continut dar cu structuri si Tnaltimi diferite:

1 2 3 4
\ I\ I\ /

2 - 1 3 - 2 4 - 3
\' rotst. 1 \' rotst2 / rot.st.3 /
3 4 1 2
\ /

4 1

De cele mai multe ori se verificd echilibrul si se modificd structura dupa fiecare operatie de
adaugare sau de eliminare, dar Tn cazul arborilor Scapegoat modificarile se fac numaddm can
cand (dupa un numar oarecare de operatii asupra arborelui).

Criteriile de apreciere a echilibrului pot fi deterministe sau probabiliste.

Criteriile deterministe au totdeauna ca efect reducerea sau mentinerea Tnaltimii arborelui. Exemple:

- difererta dintre indltimile celor doi subarbori ai fiecarui nod (arbore echilibrat in Tnaltime), criteriu
folosit de arborii AVL;

- diferenta dintre cea mai lunga si cea mai scurtd cale de la radacina la frunze, criteriu folosit de
arborii RB (RedBlack);

Criteriile probabiliste pornesc de la observarea efectului unei secvente de modificari asupra
reducerii Tnaltimii arborilor de cautare, chiar dacd dupad anumite operatii inaltimea arborelui poate
creste (arbori Treap, Splay sau Scapegoat) .

In cele mai multevariante de arbori echilibrati se memoreaza in fiecare nod si o informatie
suplimentard, folosita la reechilibrare (indltime nod, culoare nod, s.a.).

Arborii Aiscapegoatd memoreaz« 'n fiecare nod
subarborele cuadacina Tn acel nod. Ideea este de a nu face restructurarea arborelui prea frecvent, ea
se va face numai dupd un numar de adaugari sau de stergeri de noduri. Stergerea unui nod nu este
efectivd ci este doar o marcare a nodurilor respective ca invalifiditainarea efectivd si
restructurarea se va face numai cand tn arbore sunt mai mult de jumatate de noduri marcate ca sterse.
La addugarea unui nod se actualizeaza naltimea si numéarul de noduri pentru nodurile de pe calea ce
contine nodul nou si se verifigpornind de la nodul addugat in sus, spre radacina daca exista un arbore
prea dezechilibrat, cu indltime mai mare ca logaritmul numarului de noduri: h(v) > m + log(]v]) . Se va
restructura numai acel subarbore gasit vinovat de dezechilibrarea intreglduba e (fiscapegoa
ispasitor).

Fie urméatorul subarbore dintin arbore BST:

15

Dup« ce se adaug« valoarea 8 nu se face nici
dezechilibrat. Daca se adaugéa si valoarea matai s ubar borele devine fAmult
restructura, fard a fi nevoie sé se propage in sus modificarea (parintele lui 15 era mai mare ca 15, deci
va fi mai mare si ca 10). Exemplu:

Costul amortizat al operatiilor de insertie si stergeredimr ar bor e fAscapegoat o es
Restructurarea unui arbore binar de cautare se face prin rotatii; o rotatie msiifatéra unui
(sub)arbore, dar mentine relatiile dintre valorile din noduri.
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Rotatia la stdnga n subarborele cu radacina r coboara nodul r la stanga si aduce n locul lui fiul sau
dreapta f, iar r devine fiu stanga al lui f ( val(f) > val(r)).

Rot. la stanga r

AL K

Prinrotatii se mentin relatiile dintre valorile nodurilor:
x<r<f<z; r<y<f;

Rotatia la dreapta a nodului r coboara pe r la dreapta si aduce n locul lui fiul sdu stanga f ; r devine
fiu dreapta al lui f.

Rot. la dreapta r

KTER

Se observa ca la rotatie se modifica o singuré legaturd, cea a subarborelui y in figurile anterioare.
Rotatiile au ca efect ridicarea (si coborarea) unor noduri in arbore si pot reduce inéltimea
arborelui. Pentruaridc un nod (6f6 “n figurile anterioare)
ridicat (notat cu 6rd6 aici), fie |l a dreapta, fie
Exemplul urméator aratd cum se poate reduce Tnaltimea unui arboreopriotatie (nodul 7
coboara la dreapta iapdul 5 urca in radacina):

7 5
/ I\
5 Rot. dreapta 7 -> 3 7
/
3

Codificarea rotatior depinde de utilizarea functiilor respective si poate avea o forma mai simpla
sau mai complexa.

In forma simpla se considera ca nodul rotit este raddacina unui (sub)arbore si nu are un nod parinte
(sau cé périntele se modifica hatialta functie):

/I Rotatie dreapta radacina prin inlocuire cu fiul din stanga
void rotR ( tnod* & r) {

tnod* f = r—st; /I f este fiul stanga al lui r
r—st = f—dr; /I se modifica numai fiul stanga
f>dr =r; /I r devine fiu dreapta al lui f
r=f; /I adresa primitd se modifica

}

/I Rotatie stanga radacina prin inlocuire cu fiul din dreapta
void rotL (tnod* & r) {

tnod* f = r—dr; /I f este fiul dreapta al lui r
r—dr = fost; /I se modifica fiul din dreapta
fost=r; /I r devine fiu stanga al lui f
r=f; /I fia locul luir

}
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Daca nodul rotit p este un nod interior (cu parinte) atunci trebuie modificata si legatura de la
parintele lui p catre nodul adus in locul lui p. Péarintele nodului p se poate afla folosind un pointer
pastrat i fiecare nod, sau printr cAutare pornind din réd&cina arborelui. Exemplu de functie pentru
rotatie dreapta a unui nod interior p fatr arbore cu legaturi in sus (la noduri parinte):

void rotateR (tnod* & root, tnod *p) {

tnod * f = p—st; /I T este fiu stanga al lui p
if (f==NULL) return; /I nimic daca nu are fiu stanga
p—st = f—dr; /I inlocuieste fiu stanga p cu fiu dreapta f
if (f—>dr != NULL)
f—>dr—parent = p; /I si legatura la parinte
f—parent = p—parent; /I noul parinte al lui f
if (p—~parent) { /I daca p are parinte

if (p == p—parent—dr)
p—parent—dr = f;

else
p—parent—st = f;
} else /I daca p este radacina arborelui
root = f; /I atunci modifica radacina
f—dr =p; /I p devine fiu dreapta al lui f
p—parent = f; /I p are ca parinte pe f

Rotatiile de noduri interne se aplicd dupa terminarea operatiei de adaugare si necesitd gasirea
nodului care trebuie rotit.

Rotatiile simple, care se aplica numai radacinii unui (sub)arbore, se folosesc in functii recursive de
adaugare de noduri, unde adaugarea si rotatia se aplica recursiv unui subarbore tot mai mic, identificat
prin radacina sa. Subarborii sunt afectati ssoc(de adaugare si rotatie), de la cel mai mic la cel mai
mare (de jos Tn sus), astfel incat modificarea legaturilor dintre noduri se propaga treptat in sus.

8.3ARBORI SPLAY SI TREAP

Arborii binar.i de c«ut ar e ritedundetérminisfid® méntngré a s i T
echilibrului, iar Tnaltimea lor este mentinuta in limite acceptabile.

Desi au utilizéri diferite, arborii Splay si Treap folosesc un algoritm asemanator de ridicare in
arbore a ultimului nod adaugat; acest nod esteatigieereu in radaciné (arbori Splay) sau pana cand
este indeplinitd o conditie (Treap).

In anumite aplicatii acelasi nod face obiectul unor operatii succesive de cautare, insertie, stergere.
Altfel spus, probabilitatea cautérii aceleasi valori donrolectie este destul de mare, dupa un prim
acces | a acea valoare. Aceasta este si ideea car
este utild modificarea automata a structurii dupa fiecare operatie de cautare, de adaugare sau de
stergere, aftl ca valorile cautate cel mai recent sa fie cat mai aproape de radacina.

Un arbore fAsplayo este un arbore binar de c«u
ultimei valori accesate in rédécina arborelui, prin rotatii, dupa cautarea sau dupdteadumgi nou
nod, ca frunza. Pentru stergere, se aduce intai nodul de eliminat in radacina si apoi se sterge.

Timpul necesar aducerii unui nod in radéacind depinde de distanta acestuia fatd de radacina, dar in
medie sunt necesare O( n*log(n) + m*log(npeaatii pentru m adaugari la un arbore cu n noduri, iar
fiecare operatie de fisplayo cost« O(n*log(n)).

Operatia de ridicare a unui nod N se poate realiza in mai multe feluri:

- Prin ridicarea treptatd a nodului N, prin rotatii simple, repetate, funetieldtia dintre N si péarintele
S«u (-f>-mowée o) ;
-Prin ridicarea p«rintelui Il ui N, ur mat « de ri di

Cea de a doua metod« are ca efect echilibrarea
arbori foarte dezechilibratlar este ceva mai complexa.



12¢ Florian Moraru: Structuri de Date

Dac« N are doar p«rinte P si nu are Abunico (
rotatie pentrud4 aduce pe N "n r«d«cina arbortet aot  nsi ex
Aspl ayo):

P _, N P __ N
N P N P
2 1 3
3 3 1 2 3 1 2

(N<P) rot. la drapta ( zig) (N>P) rot. la stanga (zag)

2

Daca N are si un bunic B (parintele lui P) atunci se deosebesc 4 cazuri, functie de pozitia nodului
(nou) accesat N fat« de p«rinBallueN:s«u P si a p«r
Cazul Xzig zig): N <P < B (N si P fii stanga)Se ridica mai intai P (rotatie dreapta B) si apoi se
ridicA N (rotatie dreapta P)
Cazul 2(zag zag): N >P > B (N si P fii dreapta), simetric cu caz@elridicad P (rotatie stanga B)
si goi se ridicad N (rotatie stanga P)
Cazul 3(zig zag): P <N < B (N fiu dreapta, P fiu stands¢ ridicd N de doua ori, mai ntai in locul
lui P (rotatie stanga P) si apoi in locul lui B (rotatie dreapta B).
Cazul 4(zag zig): B <N < P (N fiu stangafitdreapta) Se ridicd N de doua ori, locul lui P (rotatie
dreapta P) si apoi in locul lui B (rotatie stanga B)
Di ferenta di nttoreo otpersit ifidmpel diyndvaepare numai "~ n

move to root

B N
P P
3
N _ 4
splay
3 4 zig zig 2 1

Exemplu de functie pentru adaugarea unei valori la un arbore Splay:

void insertS (tnod* &t, int x){
insert (t,x); /I adaugare ca la orice arbore binar de cautare
splayr (t,x); /I ridicare x in radacina arborelui

Urmeaz« dou« var itarnadcet o ep dmutnrca irii diimoarree " n r «d «

/I movetoroot recursiv
void splayr(tnod * & r, int x) {
tnod* p;
p=find(r,x);
if (p==r) return;
if (x > p—>parent—val)
rotateL (r,p—parent);
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else
rotateR (r,p—parent);
splayr(r,x);

/I movetoroot iterativ
void splay(tnod * & r, int x) {
tnod * p;
while ( x = r—val) {
p=find(r,x);
if (p==r) return;
if (x > p—>parent—val)
rotateL (r,p—parent);
else
rotateR (r,p—parent);

Functia fAsplayo este apel at « si dup« c«utarea
existd in arbore, atunci se aduce in raddacind nodul cu valoarea cea mai apropiaténud peuttalea
de cautare a lui x. Dupé eliminarea unui nod cu valoarea x se aduce in radéacind valoarea cea mai
apropiata de x.

In cazul arborilor Treap se memoreaza in fiecare nod si o prioritate (numar intreg generat aleator),
iar arborele de cautare (amht dupé valorile din noduri) este obligat s& respecte si conditia de heap
relativ la prioritdtile nodurilor. Un treap nu este un heap deoarece nu are toate nivelurile complete, dar
n medie Tnéltimea sa nu depaseste dublul Tnaltimii minime ( 2*Ig(n) ).

Desi nu sunt dintre cei mai cunoscuti arbori echilibrati (indltimea medie este mai mare ca pentru
al ti arbori), arborii Treap folosesc numai rot a:
ce 1i face mai usor de inteles.

S-a aratat ca pentro secventd de chei generate aleator si adaugate la un arbore binar de cautare,
arborele este relativ echilibrat; mai exact, calea de lungime minima este 12 liginralea de
lungime maxima este 4.3 Ig(n).

Numel e ATreapdo pr oviempeeazd 0 strucfur caeeecomHiedecardcteristicile d e s
unui arbore binar de cautare cu caracteristicile unui Heap. ldeea este de a asocia fiecérui nod o
prioritate, generata aleator si folosita la restructurare.

Fiecare nod din arbore contine o valoare (o Qhgi® prioritate. In raport cu cheia nodurile unui
treap respecta conditia unui arbore de cautare, iar in raport cu prioritatea esteheapniBrioritatile
sunt generate aleator.

typedef struct th { /I un nod de arbore Treap
int val; /I valoare (cheie)
int pri; /I prioritate
struct th* st, *dr; /I adrese succesori (subarbori)
struct th * parent; /I adresa nod parinte
} thod;

Exemplu de arbore treap construit cu urmatoarele chei si prioritéti:
Cheie a b c d e f
Prior 6 5 8 2 12 10

d?2

b5 f10

a6 c8 el2
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In lipsa acestor prioritati arborele ar fi avut indltimea 6, deoarece cheile vin in ordinea valorilor.
Echilibrarea se asigura prin generarea aleatoare de prioritati si rearanjarea arborelui binar de cautare
pentru a respecta si conditia de rhizap.

In principiu, adaugarea unei valori tn treap se face Tatr frunza (ca la orice arbore binar de
cautare) dupa care se ridica in sus nodul adaugat pentru a respecta conditia de heap pentru prioritate.

In detaliu, insertia si corectia se pot face in doud moduri:

- Corectia dupa insertie (care poate fi iterativa sau recursiva);
- Corectie si insertie, Tn mod recursiv (cu functii de rotatie scurte).

Varianta de adaugare cu corectie dupa ce se termind addugarea

/I insertie nod in Treap
void insertT( tnod *& r, int x, int pri) {
insert(r,x,pri);
tnod * p= find(r,x); /I adresa nod cu valoarea x
fixup (r,p); /I sau fixupr(r,p);

/I corectie Treap functie de prioritate (recursiv)
void fixupr (tnod * & r, tnod * t){

tnod * p; /I nod parinte al lui t
if ( (p=t—>parent)==NULL ) return; // daca s-a ajuns la radacina
if (t—>pri<p—pri) /I daca nodul t are prioritate mica
if (po>st==1t) /l daca t e fiu stanga al lui p
rotateR (r,p); /l rotatie dreapta p
else /I daca t e fiu dreapta al Iui p
rotateL (r,p); // rotatie stanga p
fixupr(r,p); /I continua recursiv in sus (p s-a modificat)

Functie iterativd de corée dupa insertie, pentru mentinere ca heap dupa prioritate:

void fixup ( thod * & r, tnod * t) {

tnod * p; /I nod parinte al lui t
while ((p=t—parent)!=NULL ) { // cat timp nu s-a ajuns la radacina
if (t—pri < p—pri) /I daca nodul t are prioritate mica
if (p—>st==1) /I daca t e fiu stanga al lui p
rotateR (r,p); // rotatie: se aduce t in locul lui p
else /l daca t e fiu dreapta al lui p
rotateL (r,p); /I rotatie pentru inlocuire p cu t
t=p; /I muta comparatia mai sus un nivel
}

}

Varianta cu addugare recursiva si rotatie (cu functii scurte de rotatie):

void add ( tnode*& r, int x, int p) {
if( r == NULL)
r = make( x, p); /I creare nod cu valoarea x si prioritatea p
else
if( x <r—>val) {
add ( r—st, x,p);
if( r>st—pri < r—pri)
rotL (r);
}
else if( x > r—val) {
add (r—dr, x, p);
if( r>dr—pri < r—pri)
rotR (r);
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}

/I else : x exista si nu se mai adauga

}

La addugarea unui nod se pot efectua mai multe rotatii (dreapta si/sau stdnga), dar numérul lor nu

~N A ALt

E3 la adaugarea cheii G cu prioritatea 2:

E3 E3 E3 E3 G2
[\ [\ [\ [\ I\
BS H7 BS H7 BS H7 BS G2 E3 H7
/A / [\ / /I \ / I\ I\ \
A6 F9 K8 A6 F9 K8 A6 G2 K8 A6 F9 H7 BS F9 K8
\ / \ /
G2 F9 K8 A6

initial adauga G2 duparot.st. F9 dupa rot.dr. H7 dupa rot.st. E3

Eliminarea unui nod dirtun treap nu este mult mai complicatd decéat eliminarea-ainarbore
binar de cautare; numai dupé el@rea unui nod cu doi succesori se comparé prioritatile fiilor
nodului sters si se face o rotatie Tn jurul nodului cu prioritate mai mare (la stanga pentru fiul stanga si
la dreapta pentru fiul dreapta).

O altd utilizare posibila a unui treap este cacttird de cutare pentru chei cu probabilitati diferite
de cautare; prioritatea este Th acest caz determinata de frecventa de cautare a fiecarei chei, iar radacina
are prioritatea maxima (este un ri@eap).

8.4ARBORI AVL

Arborii AVL (Adelson-Velski, Landis) sunt arbori binari de céutare in care fiecare subarbore este
echilibrat in indltime. Pentru a recunoaste rapid o dezechilibrare a arbeae¢htredus Tn fiecare nod
un camp suplimentar, care sa arate fie indltimea nodului, fie diferemta @naltimile celor doi
subarbori pentru acel nodi( , 0, 1 pentru ndgshw +2ila pfoducened Lnuib r at e
dezechilibru).

La adaugarea unui nou nod (ca frunza) factorul de echilibru al unui nod interior se poate modifica
la 12 (adaugare laubarborele stédnga) sau la +2 (adaugare la subarborele dreapta), ceea ce va face
necesara modificarea structurii arborelui.

Reechilibrarea se face prin rotatii simple sau duble, Tnsotite de recalcularea naltimii fiecarui nod
ntalnit parcurgand arboretde jos Tn sus, spre radacina.

Fie arborele AVL urmator:

C
/
b

Dup« ad«ugarea valori:.i 6ad arborele devine de
dreapta pentru reechilibrare (rotatie simpla)
c b
/ I\
b - a ¢
/ rot. dreapta c
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Rotatadub « est e necesar« “~n cazul ad«ug«rii wvalori

a
\
c

Pentru reechilibrare se roteste c la dreapta si apoi a la stanga (rotatie dubla stanga):

a a b
\ \ I\
c - b - a ¢
/ rotdreaptac \ rot.stanga a

b c

Daca cele 3 noduri formeaza o cale inzag atunci se face o rotatie pentru a aduce cele 3 noduri
in linie si apoi o rotatie pentru ridicarea nodului din mijloc.
Putem generaliza cazurile antere astfel:
- Insertia Tn subarborele dreapta al unui fiu dreapta necesita o rotatie simpla la stdnga
- Insertia Tn subarborele stanga al unui fiu stanga necesita o rotatie simpla la dreapta
- Insertia in subarborele stanga al unui fiu dreapta necesitatie dubla la stanga
- Insertia in subarborele dreapta al unui fiu stanga necesita o rotatie dubla la dreapta
Exemplu de arbore AVL (in paranteze inaltimea nodului):

80 (3)
/ \
30(2) 100 (1)
I\ /
15(1) 40(0) 90(0)
I\

10(0) 20(0)

Adaugarea alorilor 120 sau 35 sau 50 nu necesita nici 0 ajustare in arbore pentru ca factorii de
echilibru rdman in limitele-1,+1].
Dupa adaugarea unui nod cu valoarea 5, arborele se va dezechilibra astfel:

80 (4)
/ \
30(3) 100 (1)
I\ /
15(2) 40(0) 90(0)
I\
10(1) 20(0)
/

5(0)

Primul nod ,de jos in sus, dezechilibrat (spre stadnga) este 30, iar solutia este o rotatie la dreapta a
acestui nod, care rezultd in arborele urmator:

80 (3)
/ \
15 (2) 100 (1)
I\ /
10 (1) 30 (1) 90 (0)
/ I\

5(0) 20(0) 40(0)

Exemplu de rotatie ubla (stdnga,dreapta) pentru corectia dezechilibrului creat dupad adaugarea
valorii 55 la arborele AVL urmaétor:
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80 (3) 80(4)
/ \ / \

30(2) 100 (1) 30(3) 100(1)
I\ I\ N I\ I\
20(1) 50(1) 90(0) 120(0) 20(1) 50(2) 90(0) 120(0)
I I
10(0) 40(0) 60(0) 10(0) 40(0) 60(1)

/
55(0)

Primul nod deechilibrat de deasupra celui adaugat este 80; de aceea se face intéi o rotatie la
stanga a fiului sdu 30 si apoi o rotatie la dreapta a nodului 80 :

80 (4) 50(3)
/ \ / \
50(3) 100 (1) 30(2) 80(2)
/A I\ - /2 U B
30(2)  60(1) 90(0) 120(0) 20(1) 40(0) 60(1) 100(1)
I\ / / / I\
20(1) 40(0) 55(0) 10(0) 55(0) 90(0) 120(0)
/
10(0)

Indltimea maxima a unui arbore AVL este 1.44*log(n), deci in cazul cel mai rdu cautar@a ntr
arbore AVL nu necesitd mai mult de 44% comparatii fatd de cele necesane ttbore perfect
echilibrat. In medie, este nessd o rotatie (simpld sau dubld) cam la 46,5% din adaugari si este
suficientd o singura rotatie pentru refacere.

Implementarea care urmeazad memoreaza in fiecare nod din arbore Tnéltimea sa, adica inéltimea
subarborelui cu radacina Tn acel nod. Un natdave Tnaltimeéd 1, iar un nod frunza are Tnaltimea 0.

typedef struct tnod {

int val; // valoare din nod

int h; // inaltime nod

struct tnod *st, *dr; // adrese succesori
} thod;

/I determina inaltime nod cu adresa p
int ht (tnod * p) { return p==NULL? -1: p—h;}

Operatiile de rotatie simpla recalculeaza in plus si indltimea:

/I rotatie simpla la dreapta (radacina)
void rotR( tnod * & r ) {

tnod *f = r—st; /I fiu stanga

r—st = f-dr;

fodr =r; /I r devine fiu dreapta al lui f

r—h = max( ht(r—st), ht(r—dr))+1; // inaltime r dupa rotatie
f>h=max( ht(f—>st),r—>h)+1; /l'inaltime f dupa rotatie
r=f;

}
/I rotatie simpla la stanga (radacina)
void rotL( tnod * & r ) {

tnod *f = r—dr; /I fiu dreapta
r—>dr = fost;
fost=r; /I r devine fiu stanga al lui f

r—h = max( ht(r—st), ht(r—>dr))+1; // inaltime r dupa rotatie
f>h=max( ht(f—>dr),r—>h)+1;
r=f;
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Pentru arborii AVL sunt @cesare si urmatoarele rotatii duble:

/I rotatie dubla la stanga (RL)

void rotRL (tnod * & p ){
rotR ( p—dr); /I rotatie fiu dreapta la dreapta
rotL (p); /I si apoi rotatie p la stanga

/I rotatie dubla la dreapta (LR)

void rotLR (tnod * & p ) {
rotL ( p—st); /I rotatie fiu stanga la stanga
rotR (p); /I si apoi rotatie p la dreapta

}

Evolutia unui arbore AVL la addugarea valorilor 1,2,3,4,5,6,7 este urmatoarea:

1 1 2 2 2 4 4
LU U A [\ I\ I\
2 13 1 3 1 4 2 5 2 6
\ I\ Iy /AN
4 35 13 6 1357

Exemplu de functie recursiva pentru adaugarea unei noi valori la un arbore AVL :

/I adauga x la arbore AVL cu radacina r
void addFix ( thod * & r, int x ) {

if (r==NULL) { /I daca arbore vid
r = (tnod*) malloc(sizeof(tnod)); /I atunci se creeaza radacina r
r—val=x; r->st = r->dr =NULL;
r—-h =0; /I inaltime nod unic
return;
}
if (x==r—val) /Il daca x exista deja in arbore
return; /I atunci nu se mai adauga
if( x <r—val) { /I daca x este mai mic
addFix ( r—st,x); /I atunci se adauga in subarbore stanga
if(ht (rost)i ht(r—dr)==2) /I daca subarbore dezechilibrat
if( x < r—>st—val) /I daca x mai mic ca fiul stanga
rotR(r); /I rotatie dreapta r (radacina subarbore)
else /I daca x mai mare ca fiul stanga
rotLR (r); /I atunci dubla rotatie la dreapta r
}
else { /I daca x este mai mare
addFix ( r—dr,x); /I atunci se adauga la subarborele dreapta

if(ht (r—>dr)i ht(r—st)==2) [/ daca subarbore dezechilibrat
if( x >r—>dr—»val ) // daca x mai mare ca fiul dreapta

rotL (r); /I atunci rotatie stanga r
else /I daca x mai mic ca fiul dreapta
rotRL (r); /I atunci dubla rotatie la stanga
}
r—-h =max(ht (r»st), ht (r—>dr)) + 1; /I recalculeaza inaltime nod r
}
Spre deosebire de solutia recursiva, solutia iterativd necesitd accesul la nodul périnte, fie cu un
pointer “n plus | a fi ecar e caoutdphrintele unaindddat. osi nd o f

Pentru comparatie urmeaz« o functie de corect
c«utarea primului nod dezechilibrat de deasupra
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!/ cauta nodul cu dezechilibru 2 de

tnod* toFix (tnod* r, tnod* nou) {
tnod* p= parent(r,nou);
while ( p '=0 && abs(ht(p—st) - ht(p—dr))<2)// cat timp p este echilibrat
p=parent(r,p); /l'urca la parintele lui p
return p; /I daca p are factor 2
}
/I rotatie stanga nod interior cu recalculare inaltimi noduri
void rotateL (tnod* & r, tnod* p) {

tnod *f = p—dr; /I f=fiu dreapta al lui p
if (f==NULL) return;
p—dr = f—st; /I modifica fiu dreapta p
fost = p;
p—h = max( ht(p—st), ht(p—dr))+1; /I inaltime p dupa rot
f—>h = max( p—h, ht(f—>dr))+1; /I inaltime f dupa rot
tnod* pp=parent(r,p); /I pp= parinte nod p
if (pp==NULL) r=f; /I daca p este radacina
else { /I daca p are un parinte pp
if (f>val < pp—val)
pp—st =f; /I f devine fiu stanga al lui pp
else
pp—dr = f; /I f devine fiu dreapta al lui pp
while (pp '=0) { /I recalculare inaltimi deasupra lui p

pp—>h=max (ht(pp—st),ht(pp—dr)) + 1;
pp=parent(r,pp);

}
}
/1 reechilibrare prin rotatidi dupa
void fixup (tnod* & r, tnod* nou ) {
tnod *f, *p;
p= toFix (r,nou); /I p = nod dezechilibrat
if (p==0) return ; /I daca nu s-a creat un dezechilibru
/l daca p are factor 2
if ( ht(p—st) > ht(p—dr)) { /I daca p mai inalt la stanga
f=p—st; /I f = fiul stanga (mai inalt)
if ( ht(f—>st) > ht(f—>dr)) /l daca f mai inalt la stanga
rotateR (r,p); /I cand p,f si f->st in linie
else
rotateLR (r,p); /I cand p, f si f->st in zig-zag
}
else { /I daca p mai inalt la dreapta
f=p—dr; /I f= fiul dreapta (mai inalt)
if (ht(f—>dr) > ht(f—st)) /I daca f mai inalt la dreapta
rotateL (r,p); /I cand p,f si f->dr in linie
else
rotateRL (r,p); /I cand p, f si f->dr in zig-zag
}
}

De observat ca aitimile nodurilor se recalculeaza de jos in sus in arboreyinticlu while, dar

13t

adaugar e

deasupra |

nod

u

n varianta recursiva era o singura instructiune, executata la revenirea din fiecare apel recursiv (dupa

adaugare si rotatii).
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8.5ARBORI RB sI AA

Arborii de cautee cu noduri colorate ("Red Black Trees") realizeaz& un bun compromis intre
gradul de dezechilibru al arborelui si numarul de operatii necesare pentru mentinerea acestui grad. Un
arbore RB are urmétoarele proprietati:

- Orice nod este colorat fie cu nedi®li cu rosu.

- Fiii (inexistenti) ai nodurilor frunza se considera colorati Tnh negru

- Un nod rosu nu poate avea decat fii negri

- Nodul radacina este negru

- Orice cale de la radacina la o frunzé are acelasi numar de noduri negre.

Se considerad ddate frunzele au ca fiu un nod sentineld negru.

De observat ca nu este necesar ca pe fiecare cale sa alterneze noduri negre si rosii.

Consecinta acestor proprietati este ca cea mai lunga cale din arbore este cel mult dubla fatad de cea
mai scurta cale diarbore; cea mai scurtd cale poate avea numai noduri negre, iar cea mai lunga are
noduri negre si rosii care alterneaza.

O definitie posibild a unui nod dintm arbore RB:

typedef struct tnod {

int val; //date din nod
char color; /'l culoare nod (O6NO6 sau ORO)
struct tnod *st, *dr;
} thod;
tnod sentinel = { MNdantinelaNesté un ndd ,negN 6 , 0} ;
#define NIL &sentinel // adresa memorata in nodurile frunza

Orice nod nou primeste culoarea rosieapbi se verificA culoarea nodului parinte si culoarea
"unchiului" sau (frate cu parintele sau, pe acelasi nivel). La adaugarea unui nod (rosu) pot apdrea doua
situatii care sa necesite modificarea arborelui:

a) Parinte rosu si unchi rosu:

7(N) 7(R)
I\ - /I
5(R) 9(R) 5(N) 9(N)
/ /
3(R) 3(R)

Dupa ce se adauga nodul rosu cu valoarea 3 se modifica culorile nodurilor cu valorile 5 (parinte) si
9 (unchi) din rosu Tn negru si culoarea nadd din negru in rosu. Dacd 7 nu este radacina atunci
modificarea culorilor se propaga in sus.
b) Parinte rosu dar unchi negru (se adauga nodul 3):

7(N) 5(N)
I BN I\
5(R) 9(N) 3R) 7(R)
I I\
3(R) 6(N) 6(N) 9(N)

In acest caz se roteste la dreapta nodul 7, dar modificarea nu se propagéa in sus deoarece radacina
subarborelui are aceeasi culoare dinainte (negru).

Daca noul nod se adauga ca fiu dreapta (de ex. valéadaca nu ar fi existat deja), atunci se face
mai intéi o rotatie la stdnga a nodului 5, astfel ca 6 sé ia locul lui 5, iar 5 s& devina fiu stanga a lui 6.

Pentru a intelege modificérile suferite de un arbore RB vom aréta evolutia sa la addugalea valo
1,2,...8 (valori ordonate, cazul cel mai defavorabil):
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1(N) 1(N) 2(N) 2(N) 2(N)
- \ - / '\ - / \ - / \
2(R) 1(R) 3(R) 1(N) 3(N) 1(N) 4(N)
\ [\
4(R) 3(R) 5(R)
2(N) 2(N) 4(N)
/ \ / \ / \
1(N)  4(R) 1(N)  4(R) 2(R) 6(R)
/ \ / \ / \ / \
3(N) 5(N) 3(N) 6(N) 1(N) 3(N) 5(N) 7(N)
\ [\ \
6(R) 5(R) 7(R) 8(R)

Si dupa operatia de eliminare a unui nhod se apeleaza o functie de ajustare pentru mentinerea
conditiilor de arbore RB.

Functiile de corectidlupa adaugare si stergere de noduri sunt relativ complicate deoarece sunt mai
multe cazuri diferite care trebuie tratate.

O simplificare importantd a codului se obtine prin impunerea unei noi conditii la addugarea de
noduri (rosii): numai fiul dreapta ainui nod (negru) poate fi rosu. Daca valoarea nodului nou este
mai mica si el trebuie adaugat la stanga (dupa regula unui arbore de cautare BST), atunci urmeaza o
corectie prin rotatie.

Rezultatul acestei conditii suplimentare sunt arborii AA (Arne AsslEn), la care culoarea
nodul ui este “"ns« “nlocuit« cu un num«r de niv
nodului in arbore. Fiul rosu (fiu dreapta) are acelasi rang ca si parintele sau, iar un fiu negru are rangul
cu 1 mai mica ca parineesdu. Orice nod frunza are nivelul 1. Legétura de la un nod la fiul dreapta
(cu acelasi nivel) se mai numeste si legatura orizontald, iar legéatura la un fiu cu nivel mai mic se
numeste si legaturad pe verticala. Nu sunt permise: o legatura orizonwalétéapya (la un fiu stdnga
de acelasi nivel) si nici doua legaturi orizontale succesive la dreapta (fiu si nepot de culoare rosie).

Dupéa adaugarea unui nou ca la orice arbore BST se fac (conditionat) doud operatii de corectie
numi te Askewdassdbrdimes pl i t o, “'n

iskewd el i min« o | eg«t worotatiellaadreapta;@negemplup Emamnrseé z o nt
adauga nodului cu valoarea x un fiu cu valoarea y<x si apoi se roteste nodul cu valoarea x la dreapta:

X (1) y(1)
/ skew = rotR (x) \
y(1) x(1)
Asplitd elimin« dou« | eg«turi orizontale succe

si nepot pe dreapta; Tn exemplul urmétor se adauga un nod cu valoare z>y>x la un subarbore cu
radacina x si fiul dreapta y si apoi se roteste x la stanga:

x(1) y(2)
\ / \
y(1) split = rotL (x) x(1)  z(1)
\
z(1)
Functiile de corectie arbore AA sunt foarte simple:

void skew (tnod * & r) {
if( r>st—>niv ==r—niv) rotR(r);

}
void split( tnod * & r ) {
if( rodr—>dr—niv ==r—niv ) {
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rotL(r); r—oniv++;

In functia urmétoare corectia se face imediat dupd adaugarea la un subarbore si de aceea se pot
folosi rotatiile scurte aplicabile numai unui nod radacina:

/l adaugare nod cu valoarea x la arbore AA cu radacina r
void add(tnod * & r , int x ) {

if(r==NIL) { /I daca (sub)arbore vid
r = new tnod, /I aloca memorie pentru noul nod
r—val=x;r—niv=1; /I valoare si nivel nod nou
r—>st = r—->dr= NIL; /I nodul nou este o frunza
return;
}
if (x==r—val) return; /I daca x era deja in arbore, nimic
if( x <r—val) /I daca x mai mic ca valoarea dinr
add( r—st, x); /I adauga x in subarborele stanga al lui r
if( x > r—val) /I daca x este mai mare ca valoarea dinr
add( r—dr, x); /I adauga x la subarborele dreapta
skew( r); /I corectii dupa adaugare

split(r);

Exemplu de evolutie arbore AA la addugarea valorilor 9,8,7,6,5 (in paranteza nivelulinodul
0 R& sau ndialrétatiite la dreapta si la stanga) :

91) 9(1) 8 (1) 8(1) 7(2) 8(2)
/ RO /I \ R@® \ L® I \
8(1) 9(1) 7(1) 9(1) 8(1) 7(1) 9(2)
\
9(1)
8(2) 8(2) 8(2) 8(2) 8(3) 6(2)

/' \ R@ [/ \ /I \ R® [/ \ LG)/ \ R8) / \

7(1) 9(1) 6(1) 9(1) 6(1) 9(1) 5(1) 9(1)  6(2) 9(1) 5(1) 8(2)

/ \ /\ \ /\ I\

6(1) 7(1)  5(1) 7(1) 6(1) 5(1) 7(2) 7(1) 9(2)
\

7(1)
8.6 ARBORI 2-3-4

Arborii de cdutare multicai, numiti si arbori B, sunba ordonati si echilibrati cu urmatoarele

caracteristici:

- Un nod contine n valori si n+1 pointeri cétre noduri fii (subarbori); n este cuprins Tntre M/2 si M;
numarul maxim de pointeri pe nod M+1 determina ordinul arborelui B: arborii binari sunit Brde
ordinul 2, arborii 23 sunt arbori B de ordinul 3, arbori34 sunt arbori B de ordinul 4.

- Valorile dintr-un nod sunt ordonate crescéator;

- Fiecare valoare dinun nod este mai mare decét valorile din subarborele stdnga si mai mica decét
valorile aflate Tn subarborele din dreapta sa.

- Valorile noi pot fi adaugate numai tn noduri frunza.

- Toate céile au aceeasi lungime (toate frunzele se afla pe acelasi nivel).

- Prin adaugarea unei noi valori la un nod plin, acesta este spart in alteathuéicu cate M/2
valori, iar valoarea mediané este trimisé pe nivelul superior;

- Arborele poate creste numai in sus, prin crearea unui nou nod radacina.
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- La eliminarea unei valori dirtin nod se pot contopi doua noduri vecine, de pe acelasi nieél, da
suma valorilor din cele dou& noduri este mai mica ca M.

Fie urmatoarea secventa de valori adaugate la un arkdede 3, 6, 2, 9,4, 8,5, 7

Evolutia arborelui dupa fiecare valoare adaugata este prezentata mai jos:

+3 +6 +2 +9 +4 +5
- [3,,] » [3,6,] - [2,3,6] — [3,,] — [3,,] —
N N
(2,,] 6,91 [2,]1 [469]

+5 [3,5,] +7 3,5, ] +8 /3,5,7
> N N 2 N
(2,.] [4..] [6.9,] (2,.] [4.] [679] [2,.][4.][6..][89]

La addugarea unei noi valori tn arbore B se cautd mai intai nodul frunza care ar trebui sa
contind noua valoare, dupé care putem avea doua cazuri:
- dacé este loc in nodul gasit, se adaugd noua valoare fiuizitie eliberatd prin deplasarea altor
valori la dreapta Tn nod, pentru mentinerea conditiei ca valorilewintrod sa fie ordonate crescétor.
- daca nodul gasit este plin atunci el este spart in doua: primele n/2 valori rAman in nodul gasit,
ultimele n/2 vabri se muta Tntun nod nou creat, iar valoarea mediana se ridica in nodul périnte. La
adaugarea n nodul parinte pot aparea iar cele doua situatii si poate fi necesara propagarea in sus a
unor valori pana la radacina; chiar si nodul radacina poate fisEunci creste inaltimea arborelui.

Spargerea de noduri pline se poate face :
- de jos in sus (bottorap), dupéa gasirea nodului frunza plin;
- de sus n jos (tedown), pe masura ce se cauta nodul frunza care trebuie sa primeasca noua valoare:
orice rod plin pe calea de cautare este spart anticipat si astfel se evitd adaugarea la un nod plin.

Pentru exemplul anterior (cu valorile 3,5,7 in radacina) metoda de sus in jos constatd ca nodul
radacinéd (de unde Tncepe cautarea) este plin si atuncidkesiatrei: un nou nod radacina cu valoarea
5, un nou nod cu valoarea 7 (la dreapta ) si vechiul nod cu valoarea 3 (la stanga).

Spargerea radacinii in acest caz nu era necesara deoarece nici un nod frunza nu este plin sieanu s
ar fi produs daca se ravea de jos Tn sus numai la gasirea unui nod frunza plin.

Arborii anteriori pot arata diferit dupa cum se alege ca valoare mediandudintr n u m«r par 6n
valori fie valoarea din pozitia n/2, fie din pozitia n/2+1 a secventei ordonate de valori .

Exempl de definire a unui nod de arbore BX2) cu valori intregi:

#define M 3 /I nr maxim de valori in nod (arbore 2-3-4)
typedef struct bnod {

intn; /I Numar de chei dintr-un nod

int val[M]; /I Valorile (cheile) din nod

struct bnod* leg[M+1]; // Legaturi la noduri fii
} bnod;

Functie de afisare infixata (in ordine crescatoare) a valorilordmarbore B:

void infix (bnod* r) {
if (r==0) return;
for (int i=0;i<r—n;i++) { /I repeta ptr fiecare fiu

infix (r—legli]); /I scrie valori mai mici ca r->val[i]
printf("%d ",r—valli]); // scrie valoarea i

}

infix (r—>leg[r—n)); /I scrie valori mai mari ca ultima din nodul r

}
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Functie de afisare structurd arbore B (prefixat, cu itedeh

void prefix (bnod *r, int ns) {

if (r!'=0){
printf("%*c",ns,"' '); /I indentare cu ns spatii
for (int i=0;i<r—n;i++) /I scrie toate valorile din nodul r
printf("%d,",r—vallil);
printf("\n");
for (int i=0;i<=r—n;i++) /I repeta pentru fiecare fiu al lui r

prefix (r—leg[i], ns+3); // cu deplasare spre dreapta a valorilor

Spargerea unui nod p este mai simpla daca se fagiotap pentru ca nu trebuie sa tind seama si
de valoarea care urmeaza a fi ada&igat

void split (bnod* p, int & med, bnod* & nou) {
int m=M/2; /I indice median nod plin
med=p->val[m]; /l valoare care se duce in sus
p->n=m; /I 'in p raman m valori
nou=make(M-m-1,&(p->val[m+1]),&(p->leg[m+1])); // nod nou cu m+1,m+2,..M-1
for (int i=m+1;i<M;i++) p->leg[i]=0; /I anulare legaturi din p

Daca nodul frunza gasit p nu este plin atunci insertia unei noi valori x necesita gasirea pozitiei
unde trebuie inserat x Tn vectorul de valori; in ase@ozitie din vectorul de adrese se va introduce
legétura de la x la subarborele cu valori mai mari ca x:

void ins (int x, bnod* legx, bnod * p) { /l legx= adresa subarbore cu valori mai mari ca x
int i,j;
/I cauta pozitia i unde se introduce x
i=0;
while (i<p->n && x>p->val[i]) i++;
for (j = p->n;j>i;j--){ /I deplasare dreapta intre i si n
p->val[j] = p->val[j - 1]; /I ptr a elibera pozitia i
p->leg[j+1] = p->leglj];

p->valli] = x; /l pune x in pozitia i
p->leg[i+1] = legx; /I adresa fiu cu valori mai mari ca v
p->n++; /I creste numarul de valori si fii din p

Cautarea nodului frunza care ar trebui sd contind o valoarea datd x se poaterditivesau
recursiv, asemanator cu cautarea-imtrarbore binar ordonar BST. Se va retine si adresa nodului
parinte al nodului gasit, necesara la propagarea valorii mediane Tn sus. Exemplu de functie recursiva:

void findsplit (int X, bnod* & r, bnod* & pp) {
bnod* p=r; bnod* nou, *rnou;

int med; /I val mediana dintr-un nod plin
if (p->n==M) { /I daca nod plin
split(p,med,nou); /l sparge nod cu creare nod nou
if (pp!=0) /I daca nu e nodul radacina
ins(med,nou,pp); /I pune med in nodul parinte
else { /I daca p e nodul radacina
rnou= new bnod; /I rnou va fi noua radacina

rnou->val[0]=med; // pune med in noua radacina
rnou->leg[0]=r; rnou->leg[l]=nou; // la stanga va fir, la dreapta nou
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rnou->n=1; /I o singura valoare in noua radacina
r=rnou; pp=rnou; /I modifica radacina r pentru noul arbore (mai inalt)
if (x > med) p=nou; /I p=nod curent, de unde continua cautarea
}
/I cauta subarborele i al lui p care va contine pe x
int i=0;
while (i<p->n && x > p->val[i]) // determina pozitia lui x in p->val
i++;
if (x==p->val[i]) return ; /I daca x exista in p nu se mai adauga
if (p->leg[0]==0) /I daca p e nod frunza
ins (x,0,p); /I atunci se introduce x in p si se iese
else { /I daca p nu e nod frunza
pp=p; p=p->leg[i]; /I cauta in fiul i al lui p
findsplit(x,p,pp); /I apel recursiv ptr cautare in jos din p
}

Pentru adaugarea unei valori x la un arbore B vom folosi o functie cu numai 2 argumente:

void add (int x, bnod* & p) {
bnod* pp=0; /I parinte nod radacina
findsplit (x,p,pp); /I cauta, sparge si adauga x la nodul gasit

}

Se pot stabili echivalente intre nodurile de arbeti€ subarbori RB, respectiv intre nodw3 3i
subarbori AA. Echivalenta arbori£si arbori ReeBlack:
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Capitolul 9
STRUCTURI DE GRAF

9.1 GRAFURI CA STRUCTURI DE DATE

Operaiile cu grafuri pot fi considerate:
- Ca un capitol de matematica (teoria grafurilor a fost dezvoltatd de matematicieni);
- Ca o sursa de algoritmi interesanti, care pot ilustra diferite clase de algoritmi, solutii alternative
pentru o0 aceeasi problers@imetode de analizd a complexitatii lor;
- Ca probleme de programare ce folosesc diverse structuri de date.

Aici ne intereseaza acest ultim aspéegbrobleme de grafuri ca studii de caz in folosirea unor
structuri de date, cu implicatii asupra perfortedor aplicatiilor, mai ales ca unele probleme practice
cu grafuri au dimensiuni foarte mari.

Graful este un model abstract (matematic) pentru multe probleme reale, concrete, a caror rezolvare
necesita folosirea unui calculator. In matematica unagt definit ca o pereche de doua multimi G =
(V,M), unde V este multimea (nevidd) a varfurilor (nodurilor), iar M este multimea muchiilor
(arcelor). O muchie din M uneste o pereche de doud varfuri din V si se noteaza cu (v,w).

De obicei nodurile urilgraf se numeroteaza incepénd cu 1 si deci multimea V este o submultime a
multimii numerelor naturale N.

Ter meni i Avorfo si Amuchied provin din anal ogi
pentru grafuri neorrieMtsad ef.olt@ganemn i maii naoldes sp e rita

Intr-un graf orientat, numit si digraf, arcul (v,w) pleaca din nodul v si intrd Tn nodul w; el este
diferit de arcul (w,v) care pleaca de la w la v. 4mtr graf neorientat poate exista o singurd muchie
intre doud varfuri date, notata (v,w) sau (w,v).

Deoarece in multimea M nu pot exista elemente identice inseamna ca intre doud noelumi dintr
graf orientat pot exista cel mult doud arce, iar intre doua varfuri ale un graf neorientat poate exista cel
mult o0 muchie. Dou& noduri intre care existd un arc se numesc si noduri vecine sau adiacente. Intr
graf orientat putem vorbi de succesorii si de predecesorii unui nod, respectiv de arce care ies si de arce
care intrd intun nod.

Un drum (o cale) Tmtun graf uneste o serie de noduri v[1], v[2],...v[n] pHoitsecventd de arce
(v[1],v[2]), (v[2],v[3]),...Intre dou& noduri date poate s& nu existe un arc, dar s existe o cale, ce trece
prin alte noduri intermediare.

Un graf este conex dacé, pentrrice pereche de noduri (v,w) exista cel putin o cale de la v law
saudelawlav.

Un digraf este tare conex (puternic conectat) dacd, pentru orice pereche de noduri (v,w) exista (cel
putin) o cale de la v la w si (cel putin) o cale de la w l[divexemplu de graf tare conex este un graf
care contine un ciclu care trece prin toate nodurile: (1,2), (2,3), (3,4), (4,1).

O componentd conexd a unui graf (V,M) este un subgraf conex (V',M") unde V' este o submultime
a lui V, iar M' este o submihe a lui M. Impartirea unui graf neorientat in componente conexe este
unicd, dar un graf orientat poate fi partitionat in mai multe moduri in componente conexe. De
exemplu, graful (1,2),(1,4),(3,2),(3,4) poate avea componentele conexe {1,2,4} si {33 24} {si
{1}.

Un ciclu Tn graf (un circuit) este o cale care porneste si se termind in acelasi nod. Un ciclu
hamiltonian este un ciclu complet, care uneste toate nodurileudirgraf.

Un graf neorientat conex este ciclic daca numéarul de mastgimai mare sau egal cu numarul de
varfuri.

Un arbore liber este un graf conex fara cicluri si poate fi neorientat sau orientat.

Putem deosebi trei categorii de grafuri:

a) Grafuri de relatie (simple), in care se modeleaza doar relatiile diniti@ierar arcele nu au alte
atribute.
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b) Grafuri cu costuri (retele), in care fiecare arc are un cost asociat (o0 distantd geometrica, un timp de
parcurgere, un cost exprimat in bani). Intre costurile arcelor nu exista nici o relatie.

c) Retele de transpip in care fluxul (debitul) prin fiecare arc (tronson de retea) este corelat cu fluxul
prin arcele care vin sau pleaca din acelasi nod.

Anumite probleme reale sugereaza in mod natural modelarea lor prin grafuri: probleme asociate
unor retele de cominatie, unor retele de transport de persoane sau de marfuri, retele de alimentare cu
apa, cu energie electrica sau termica, s.a.

Alteori asocierea obiectelor din lumea reald cu nodurile si arcele unui graf este mai putin evidenta.
Arcele pot corespundnor relatii dintre persoane ( persoana x cunoaste persoana y) sau dintre obiecte
(piesa x contine piesa y) sau unor relatii de conditionare ( operatia x trebuie precedata de operatia y).

Un graf poate fi privit si ca un tip de date abstract, gemenite orice relatii intre componentele
structurii. Operatiile uzuale asociate tipului
- Initializare graf cu numar dat de noduri: initG (Graph & g,int n);

- Adaugare muchie (arc) la un graf:addArc (Graph & g, int x, int y);

- Verifica existenta unui arc de la un nod x la un nodhyarc(Graph g,int x,int y);
- Eliminare arc dintun graf : delArc (Graph & g, int x, int y);

- Eliminare nod dintun graf : deINod (Graph & g, int x);

Mai multi algoritmi pe grafuri necesitd parcerga vecinilor (succesorilor) unui nod dat, care
poate f ol osi -urdch cepetabpeniratoticvécinii’ pastbiti (deci pentru toate nodurile
din graf). Pentru grafuri reprezentate prin liste de vecini este suficientd parcurgerea listénida vec
unui nod, mult mai mica decat numarul de noduri din graf (egald cu numarul de arce asociate acelui
nod).

De aceea se considerd uneori ca operatii elementare cu grafuri urméatoarele:

- Pozitionare pe primul succesor al unui nod dat ("firstSyicc")
- Pozitionare pe urmatorul succesor al unui nod dat ("nextSucc").

Exemplu de afisare a succesorilor unui nod dat k-dintgraf g:

p=firstSucc(g,k); /I p= adresa primului succesor
if (p '=NULL) { /I daca exista un succesor
printf ("%d ",p->nn); /I atunci se afiseaza
while ( (p=nextSucc(p)) '= NULL) /I p=adresa urmatorului succesor
printf ("%d ",p—nn); /I afiseaza urmatorul succesor

}

Pentru un graf cu costuri (numi tl esif afirrcedt e(acdo)s tay
arc) si AfaddArco (mai are un argument care este
typedef struct { /Il tip retea (graf cu costuri)
int n,m; /I nr de noduri si nr de arce
int **c; /I matrice de costuri
} Net;

void addArc (Net & g, int v,int w,int cost) { // adauga arcul (v,w) la g
g.c[v][w]=cost; g.m++;

int arc (Net & g, int v, int w) { /I cost arc (v,w)
return g.c[v][w];

}

9.2REPREZENTAREA GRAFURILOR PRIN ALTE STRUCTURI

Reprezentarea cea mai directd a unui graf et matrice de adiacente (de vecinatati), pentru
grafuri de relatie respectiv printr matrice de costuri, pentru retele. Avantajele reprezentérii unui graf
printr-o matrice sunt:

- Simplitatea si claritatea programelor.
- Aceeasi reprezentare pengrafuri orientate si neorientate, cu sau fara costuri.
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- Se pot obtine usor si repede succesorii sau predecesorii unui nod dat v (coloanele nenule din linia v
sunt succesorii, iar liniile nenule din coloana v sunt predecesorii).

- Timp constant pentruerificarea existentei unui arc intre doud noduri date (nu necesita cautare, deci
nu depinde de dimensiunea grafului).

Reprezentarea matriciala este preferatd in determinarea drumurilor dintre oricare doué varfuri (tot
sub form& de matrice), in determina@rumurilor minime dintre oricare douda varfuri dintr graf cu
costuri, Tn determinarea componentelor conexe ale unui graf orientat (prin transpunerea matricei se
obtine graful cu arce inversate, numit si graf dual al grafului initial), si in alte gipdicayrafuri.

O matrice este o reprezentare naturald pentru o colectie de puncte cu atribute diferite: un labirint
(puncte accesibile si puncte inaccesibile), o suprafatad cu puncte de diferite Tnaltimi, o imagine formata
din puncte albe si negre (sadarate diferit), s.a.

Dezavantajul matricei de adiacente apare atunci cand numéarul de noduri din graf este mult mai
mare ca numarul de arce, iar matricea este rard ( cu peste juméatate din elemente nule). In astfel de
cazuri se prefera reprezentarei fiste de adiacente.

Matricea de adiacente "a" este 0 matrice patratica cu valori Intregi , avand numarul de linii si de
coloane egal cu numarul de noduri din graf. Elementele ali][j] sunt:

1 (true) daca existd arcde lailaj sau O (falae@ nu existd arcdelailaj

Exemplu de definire a unui tip graf pririrmatrice de adiacente alocata dinamic:

/l cu matrice alocata dinamic
typedef struct {

intn,m ; I/l n=nr de noduri, m=nr de arce
int ** a; // adresa matrice de adiacente
} Graf ;

In generalnumarul de noduri dirdun graf poate fi cunoscut de program incd de la inceput si
matricea de adiacente poate fi alocata dinamic.
Matricea de adiacente pentru graful (1,2),(1,4),(3,2),(3,4) este:

1234

[cNeoNeoNe)
OFrOoOPR
[cNeoNeoNe)
OPFr OoOPRr

A WN PR

‘ 3

Succesorii unui nod dat v suntementele nenule din linia v , iar predecesorii unui nod v sunt
elementele nenule din coloana v. De obicei nu exista arce de la un nod la el insusi si deci a[i][i]=0.
Exemple de functii cu grafuri in cazul utilizarii matricei de adiacente.

void initG (Graf & g, int n) { /I initializare graf
int i;
g.n=n; g.m=0;
g.a=(int**) malloc( (n+1)*sizeof(int*)); // varfuri numerotate 1..n
for (i=1;i<=n;i++)
g.ali]= (int*) calloc( (n+1),sizeof(int)); // linia O si col. 0 nefolosite

}
void addArc (Graf & g, int x,inty) { /I adauga arcul (x,y) la g
g.a[x][y]=1; g.m++;

int arc (Graf & g, int x, inty) { /I daca exista arcul (x,y) ing
return g.a[x][yl;

}
void delArc (Graf& g,int x,int y) { /I elimina arcul (x,y) din g
g.alx]ly]=0; g.m--;
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Eliminarea unui nod din graf ar trebui s& modifice si dimensiunile matricei, dar vom elimina doar
arcele ce pleaca si vin in acel nod:

void delNode (Graf & g, int x) { /I elimina nodul x din g
int i;
for (i=1;i<=g.n;i++) {
delArc(g,x,i); delArc(g,i,x);
}
Pentru un graf c¢cu costuri vom “nl ocui functi a
unui arc, iar acolo unde nu existd arc vom pune o valoare foarte mare (mai mare ca orice cost din
graf), care corespunde unui codtnit.

typedef struct {

int n,m; /I nr de noduri si nr de arce
int **c; /I matrice de costuri
} Net; /] retea (graf cu costuri)

void addArc (Net & g, int v,int w,int cost) {
g.c[v][w]=cost; g.m++;

void delArc (Net& g,int v, int w) {
g.c[v][w]=MARE; g.m--;

int arc (Net & g, int v, int w) {
return g.c[v][w];

}

Constanta MARE va fi in general mai mica decét jumatate din cea mai mare valoare pentru tipul
de date folosit la costul arcelor, deoarece altfel poate apare depasire lee atbuoasturi (de un tip
ntreq).

Vom aborda acum reprezentarea grafurilor primtrvector de pointeri la liste de noduri vecine
(liste de adiacente).

Lista tuturor arcelor din graf este impartitd in mai multe subliste, cate una pentru fiecare nod din
graf. Listele de noduri vecine pot avea lungimi foarte diferite si de aceea se preferd implementarea lor
prin liste inl&ntuite. Reunirea listelor de succesori se poate face de obia@ Wector, deoarece
permite accesul direct la un nod pe baza numasalui(fard cautare). Figura urmatoare aratd cum se
poate reprezenta graful (1,2),(1,4),(3,2),(3,4) pumtivector de pointeri la liste de adiacente.

1 -~ 2 =4 |0
2 |0
3 > 2 =4 |0
4|0

Ordinea nodurilor Tnto listd de adiacente nu edmportantd si de aceea putem adauga mereu la
Tnceputul listei de noduri vecine.
Exemple de operatii elementare cu grafuri in cazul folosirii listelor de adiacente:

typedef struct nod {

int val; /I numar nod

struct nod * leg; /I adresa listei de succesori ptr nodul nr
} * pnod ; /I ptr este un tip pointer
typedef struct {

intn; /I numar de noduri in graf

pnod * v; /I vector de pointeri la liste de succesori

} Graf;
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void initG (Graf & g, int n) { /I initializare graf

g.n=n; // nr de noduri

g.v= (pnod*) calloc(n+1,sizeof(pnod)); /I initializare pointeri cu 0 (NULL)
}
void addArc (Graf & g, int x, inty) { /I adauga arcul x-y

pnod nou = (pnod) malloc (sizeof(nod));
nou—val=y; nou—leg=g.v[x]; g.v[x]=nou; // adauga la inceput de lista

}

int arc (Graf g,int x,inty) { // test daca exista arcul (x,y) in graful g
pnod p;
for (p=g.v[x]; p '=NULL ;p=p—leg)
if (y==p—val) return 1;
return O;

}

Reprezentarea ungraf prin liste de vecini ai fiecarui varf asigura cel mai bun timp de explorare a
grafurilor (timp proprtional cu suma dintre numarul de varfuri si numéarul de muchii din graf), iar
explorarea apare ca operatie in mai multi algoritmi pe grafuri.

Pentruun graf neorientat fiecare muchie (x,y) este memorata de doua ori: y in lista de vecini a lui x
si x in lista de vecini a lui y.

Pentru un graf orientat listele de adiacente sunt de obicei liste de succesori, dar pentru unele
aplicatii intereseaza pdecesorii unui nod (de ex. in sortarea topologica). Lipsa de simetrie poate fi un
dezavantaj al listelor de adiacente pentru reprezentarea grafurilor orientate.

Pe langa reprezentérile principale ale structurilor de graf (matrice si liste de adiaeenta) s
folosesc uneori si alte reprezentari:

- O listd de arce (de perechi de noduri) este utild in anumiti algoritmi (cum este algoritmul lui
Kruskal), dar méreste timpul de cdutare: timpul de executie al functiei "arc" creste liniar cu numarul
de arce di graf.

- O matrice de biti este o reprezentare mai compacta a unor grafuri de relatie cu un numar foarte mare
de noduri.

- Un vector de pointeri la vectori (cu vectori in locul listelor de adiacente) necesitd mai putind
memorie si este potrivit pentrungraf static, care nu se mai modifica.

- Pentru grafuri planare care reprezinta puncte si distante pe o harta poate fi preferabilad o reprezentare
geometrica, printun vector cu coordonatele varfurilor.

Anumite cazuri particulare de grafuri pot fi repeatate mai simplu.

Un arbore liber este un graf neorientat aciclic;-imtrarbore liber nu existd un nod special
radacind. Intun arbore fiecare varf are un singur parinte (predecesor), deci am putea reprezenta
arborele printiun vector de noduri parte.

Rezultatul mai multor algoritmi este un arbore liber si acesta se poate reprezenta compaxgt printr
singur vector. Exemple: arbori de acoperire de cost minim, arborele cu drumurile minime de la un
punct la toate celelalte (Dijkstra), s.a.

Un grd conex se poate reprezenta pratsingura list& lista arcelor, iar numéarul de noduri este
valoarea maxima a unui nod prezent in lista de arce (toate nodurile din graf apar in lista de arce). Lista
arcelor poate fi un vector sau o listad de structan, doi vectori de noduri:

Figura urmatoare arata un arbore liber si lista lui de arce.

lo o5 1 2 3 4 5
\ X 1 |2 |3 | 4 | 4 |
3 0--04 y .3 [ 3 | 4 | 5 | 6 |
/ \
20 06

Pentru arbori liberi aceasta reprezentare poate fi simplificatd si mai mult, dacd vom impune ca
pozitia in vector séa fie egald cu unul dintre noduri. Voitodiodeci un singur vector P, in care P[K]
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este perechea (predecesorul) nodului k. Este posibil intotdeauna s& notdm arcele din arbore astfel incét
fiecare nod sé aiba un singur predecesor (sau un singur succesor).
Pentru arborele anterior vectoruv& fi:

1

2
P | 3|

3 4 5 6
1 |3 | 4 | 4
Lista arcelor (k, P[K]) este deci: (2,3),(3,1),(4,3),(5,4),(6,4).

Am considerat ca nodul 1 nu are nici un predecesor, dar putem sa cmsa#enodul ultim nu

are nici un predecesor:

3 4
6

2 5
P 3 |3 |4_| 4

Un astfel de vector este chiar vectorul solutie-énttbordare backtracking a unor probleme de
grafuri.

9.3METODE DE EXPLORARE A GRAFURI LOR

Explorarea unui graf inseamna vizitarea sistematica a tuturor nodurilor din graf, folosind arcele
existente, astfel incat sa se treaca o singura data prin fiecare nod.

Rezultatul explorarii unui graf este o colectie @idori de explorare , numita si "padure” de
acoperire. Daca se pot atinge toate nodurile unui graf pornindutirgmgur nod, atunci rezultd un
singur arbore de acoperire. Explorarea unui graf neorientat conex conduce la un singur arbore,
indiferent cae este nodul de pornire.

Rezultatul explorérii unui graf orientat depinde mult de nodul de plecare. Pentru graful orientat cu
arcele (1,4),(2,1),(3,2),(3,4),(4,2) numai vizitarea din nodul 3 poate atinge toate celelalte noduri.

De obicei se scrie functie care primeste un nod de start si incearcé sa atingé cat mai multe noduri
din graf. Aceasta functie poate fi apelatd in mod repetat, pentru fiecare nod din graf considerat ca nod
de start. Astfel se asigura vizitarea tuturor nodurilor pentrue agiaf. Fiecare apel genereaza un
arbore de acoperire a unei submultimi de noduri.

Explorarea unui graf poate fi vazuta si ca o metoda de enumerare a tuturor nodurilor unui graf, sau
ca 0 metoda de cautare a unui drum céatre un nod dat din graf.

Transformarea unui graf (structurd bidimensionald)intvector (structurd liniard) se poate face
n multe feluri, deoarece fiecare nod are mai multi succesori si trebuie sd alegem numai unul singur
pentru continuarea explorarii.

Algoritmii de exploare dintrun nod dat pot folosi doud metode:

- Explorare in adancime (DFS = Depth First Search)
- Explorare in largime (BFS = Breadth First Search)

Explorarea Tn adancime foloseste, la fiecare nod, un singur arc (catre nodul cu numéar minim) si
astfd se pétrunde cat mai repede in adancimea grafului. Dacad rdman noduri nevizitate, se revine
treptat la nodurile deja vizitate pentru a lua in considerare si alte arce, ignorate in prima faza.
Explorarea DFS din nodul 3 a grafului anterior produce secwnteoduri 3, 2, 1, 4 iar arborele de
acoperire este format din arcel® 32-1 si 4.

Vizitarea DFS a unui graf aciclic corespunde vizitérii prefixate de la arbori binari.

Explorarea in largime foloseste, la fiecare nod, toate arcele care pleacildimespectiv si dupa
aceea trece la alte noduri (la succesorii nodurilor vizitate). In felul acesta se exploreazd mai ntéi
nodurile adiacente, din "latimea" grafului si apoi se coboard mai adanc in graf. Explorarea BF din
nodul 3 a grafului anterior coluce la secventa de noduri 3,2,4,1 si la arborele de acop&;ir@43
2-1 , daca se folosesc succesorii in ordinea crescatoare a numerelor lor.

Este posibil ca pentru grafuri diferite s rezulte o aceeasi secventd de noduri, dar lista de arce este
unica pentru fiecare graf (daca se aplica acelasi algompasemenea este posibil ca pentru anumite
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grafuri sa rezulte acelasi arbore de acoperire atat la explorarea DF cét si la explorarea BF; exemple
sunt grafuri liniare (2, 23, 34) sau graful 22, 1-3, 1-4.

Algoritmul de explorare DFS poate fi exprimat recursiv sau iterativ, folosind o stiva de noduri.
Ambele variante trebuie sa tind evidenta nodurilor vizitate pand la un moment dat, pentru a evita
vizitarea repetatd a unor noduri. Cea mai #immplementare a multimii de noduri vizitate este un
vector "vazut", initializat cu zerouri si actualizat dupa vizitarea fiecarui nod x (vazut[x]=1).

Exemplul urméator contine o functie recursivd de explorare DF-dimtnod dat v si o functie
pentruvizitarea tuturor nodurilor.

void dfs (Graf g, int v, int vazut[]) { /I explorare DF dintr-un nod dat v

int w, n=g.n; /I n= nr noduri din graful g
vazut[v]=1; /I marcare v ca vizitat
printf ("%d ",v); /I afisare (sau memorare)
for (w=1;w<=n;w++) /I repeta ptr fiecare posibil vecin w
if (arc(g,v,w) && vazut[w]==0) // daca w este un vecin nevizitat al lui v
dfs (g,w,vazut); /I continua explorarea din w
}

/I explorare graf in adancime
void df (Graf g) {
int vazut[M]={0}; /I multime noduri vizitate
int v;
for (v=1,v<=g.n;v++)
if (lvazut[v]) {
p r i Antexplorare din nodul %d \n 0 , V) ;
dfs(g,v,vazut);
}
}

Pentru afisarea de arce in loc de noduri se modifica putin functia, dar ea nu wan@fisiaca nu
se poate atinge nici un alt nod din nodul de plecare.

Un algoritm DFS nerecursiv trebuie sé foloseasca o stivd pentru a memora succesorii (vecinii)
neprelucrati ai fiecarui nod vizitat, astfel ca s putem reveni ulterior la ei:

pune nodul de plecare in stiva
repeta cat timp stiva nu e goala
scoate din stiva in x
afisare si marcare x
pune n stiva orice succesor nevizitat y al lui x

Pentru ca functia DFS nerecursivd sd producd aceleasitate ca si functia DFS recursiva,
succesorii unui nod sunt pusi in stiva Tn ordinea descrescatoare a numerelor lor (extragerea lor din
stiva si afisarea lor se va face n ordine inversa).

void dfs (Graf g,int v, int vazut[]) {

int x,y; Stack s; /I s este o stiva de intregi
initSt (s); /I initializare stiva
push (s,v); /l pune nodul v pe stiva
while (lemptySt(s)) {
x=pop (s); /I scoate din stiva Tn x
vazut[x]=1; /I marcare x ca vizitat
printf ("%d ",x); /I si afisare x

for (y=g.n; y >=1; y--) // cauta un vecin cu x nevizitat
if (arc (g,x,y) && ! vazut[y]) {
vazut[y]=1; push (s,y); /I pune y pe stiva
}



Florian Moraru: Structuri de Date 14¢

Evolutia stivei si variabilelox,y pentru graful (1,2)(1,4),(2,3),(2,4),(3,4) va fi:

stiva s X y afisare
1
- 1 1
- 1 4
4 1 2
2,4 1
4 2 2
4 2 4
4,4 2 3
34,4 2
4.4 3 3
4.4 3 4
4,44 3
4,4 4 4
4 4
- 4

Algoritmul de explorare in latime afiseazd si memoreaza pe rand succesorii fiecarui nod. Ordinea
de prelucrare a mrilor memorate este aceeasi cu ordinea de introducere in listd, deci lista este de tip
fifcoad«odo. Algoritmul BFS este asem«n«tor algoritr
listei folosite pentru memorarea temporara a succesorilor fiaodduistiva la DFS si coada la BFS

/I explorare in latime dintr-un nod dat v
void bfs ( Graf g, int v, int vazut[]) {

int x,y;
Queue Q; /I 0 coada de intregi
initQ (a);
vazut[v]=1; /I marcare v ca vizitat
addQ (q,v); /I pune pe v in coada
while (! emptyQ(q)) {
x=delQ (q); /l scoate din coada Tn x
for (y=1;y <=g.n; y++) /I repeta ptr fiecare potential vecin cu x
if (arc(g,x,y) && vazut[y]==0) { // daca y este vecin cu x si nevizitat
printf ("%d - %d \n",x,y); /I scrie muchia x-y
vazut[y]=1; /Iy vizitat
addQ(q,y); /l pune y in coada
}
}

Evolutia cozii q la explorarea BF a grafului cu arcele (1,2),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4):

coadaq x y afisare

2 2
4 14

Un drum minim intre doud varfuri este drumul care foloseste cel mai mic numéar de muchii.
Drumurile minime de la un varf v la toate celelalte noduri pot fi gésite prin explorare in largime din



15C Florian Moraru: Structuri de Date

nodul v, cu actualizardistante fatd de v, la fiecare coborare cu un nivel in graf. Vom folosi un vector
d cu d[y]=distanta varfului y fatd de "rddacina" v si un vector p, cu p[y]=numar varf predecesor pe
caleadelavlay.

/Il distante minime de la v la toate celelalte noduri din g
void bfs (Graph g, int v,int vazut[],int d[], int p[]) {
int x,y;
Queue q;
initQ (a);
vazut[v]=1; d[v]=0; p[v]=0;
addQ (q,v); /l pune v in coada
while (! emptyQ(a)) {
x=delQ (q); /I scoate din coada n x
for (y=1yy <=g.n;y++)
if (arc(g,x,y) && vazut[y]==0) { // test dacé arc intre x si y

vazut[y]=1; d[y]=d[x]+1; /l'y este un nivel mai jos ca x
plyl=x; /I x este predecesorul lui x pe drumul minim
addQ(a.y);
}
}
}

Pentru afisarea varfurilor de pe un drum minim de la v la x trebuie parcurs in sens invers vectorul
p (de la ultimul element la primul):
x A plx] A plp[X]] A€ AV

9.4 SORTARE TOPOLOGICA

Problema sortarii topologice poate fi formulatd asifake elementele unei multimi A exista relatii
de conditionare (de precedentad ) de forma ali] << a[j], exprimate in cuvinte astfel: al[i] precede
(conditioneaza) pe a[j], sau a[j] este conditionat de a[i]. Se mai spune ca a[i] este un predagesor al |
a[j] sau ca a[j] este un succesor al lui afi]. Un element poate avea oricati succesori si predecesori.
Multimea A supusa unor relatii de precedentd poate fi vazutd ca un graf orientat, avand ca noduri
elementele a[i] ; un arc de la a[i] la a[j] araéafi] precede pe a]j].
Exemplu : A={1,2345}

2<<1 1<<3 2<<3 2<<4 4<<3 3<<5 4<<5

Scopul sortérii topologice este ordonarea (afisarea) elementelor multimii & ftccesiune
liniard astfel Tnat fiecare element sa fie precedat in aceastd succesiune de elementele care 1l
conditioneaza.
Elementele multimii A pot fi privite ca noduri diatm graf orientat, iar relatiile de conditionare ca
arce Tn acest graf. Sortarea topologicd a nodurilor grafi orientat nu este posibila daca graful
contine cel putin un ciclu. Daca nu exista nici un element fara conditiondri atunci sortarea nici nu
poate incepe. Uneori este posibila numai o sortare topologica partiald, pentru o parte din noduri.
Pentru gemplul dat exista doua secvente posibile care satisfac conditiile de precedenta :
2,1,4,3,5 si 2,4,1,3,5
Determinarea unei solutii de ordonare topologica se poate face in cateva moduri:
a) Incepand cu elementele fgm&decesori (neconditionate) si continudnd cu elementele care depind
de acestea (nodul 2 este un astfel de element in exemplul dat);
b) Incepand cu elementele fard succesori (finale) si mergand céatre predecesori, din aproape in
aproape ( nodul 5 Tn ex®lu).
c) Algoritmul de explorare in adancime a unui graf orientat, completat cu afisarea nodului din care
incepe explorarea, dupa caws explorat toate celelalte noduri.
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Aceste metode pot folosi diferite structuri de date pentru reprezentktiboralintre elemente; in
cazul (a) trebuie s& putem gasi usor predecesorii unui element, iar in cazul (b) trebuie sa putem gasi

usor succesorii unui element,
Algoritmul de sortare topologica cu liste de predecesori este:

repeté
cautd un nod nemarcat si fara predecesori
dacé s-a gasit atunci
afiseaza nod si marcheaza nod
sterge nod marcat din graf
pana cand nu mai sunt noduri fara predecesori
daca raméan noduri nemarcate atunci
nu este posibila sortarea topologica

Pentru exemplul dat evolutia listelor de predecesori este urmétoarea:

1-2 1- 1- 1- 1-
2- 2- 2- 2- 2-
3-124 314 34 3- 3-
4-2 4 4- 4- 4-

5-3,4 534 53 5-3 5
scrie 2 scriel scrie4 scrie3 scrieb

Programul urmator ilustreaza acest algoritm .

int nrcond (Graf g, intv){ // determina nr de conditionari nod v
int j,cond=0; /I cond = numar de conditionari

for (j=1;j<=g.n;j++)
if (arc(g,j,Vv))
cond++;

return cond;

}
/I sortare topologica si afisare
void topsort (Graf g) {
int i,j,n=g.n,ns,gasit, sortat[50]={0};
ns=0; /I noduri sortate si afisate
do {
gasit=0;
/I cauta un nod nesortat, fara conditionari
for (i=1;i<= n && !'gasit; i++)
if (! sortat[i] && nrcond(g,i)==0) { // i fara conditionari
gasit =1;
sortat[i]=1; ns++; // noduri sortate
printf ("%d ",i); /I scrie nod gasit
delNod(g,i); /I elimina nodul i din graf

}
} while (gasit);
if (ns I=n) printf ("\n nu este posibila sortarea topologica! ");

}

Algoritmul de sortare topologica cu liste de succesori este:

repeta
cauta un nod faré succesori
pune nod gasit Tn stiva si marcheaza ca sortat
elimind nod marcat din graf

pana cand nu mai exista noduri fard succesori
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daca nu mai sunt noduri nemarcate atunci
repeta
scoate nod din stiva si afisare nod
pané cand stiva goald

Evolutia listelor de succesori pentru exemplul dat este:

1-3 1-3 1- 1- 1-
2-134 2-134 214 2-4 2
3-5 3 3- 3- 3-
4-3,5 43 4 4 - 4-
5-

pune 5 pune3 punel pune4 pune?2

La extragerea distiva se afiseaza: 2,4, 1, 3,5

9.5APLICATII ALE EXPLORARII iN ADANCIME

Explorarea in adancime sta la baza altor algoritmi cu grafuri, cum ar fi: determinarea existentei
ciclurilor intr-un graf, gésirea componentelor puternic conectate-dintgrd, sortare topologica,
determinare puncte de articulare s.a.

Determinarea componentelor conexe ale unui graf se poate face prin repetarea explorérii DF din

fiecare nod nevizitat "~ n explor«rile anneer i oar e.
Pentru grafuri neorientate exista un algoritm mai performant de aflare a componentelor conexe, care
foloseste tipul abstract de dat e Afcolectie de n

Algoritmul de sortare topologica derivat din explorarea DF se bazeaza pe famxplorarea in
adancime viziteaza toti succesorii unui nod. Explorarea DF va fi repetatd pana cand se viziteaza toate

nodurile din graf. Functi a 0 t-siolocwet sfisagea dugunereaat « d
ntr-o stivd a nodului cu cara inceput explorarea, dupa cals memorat in stivd succesorii séi. In
final se scoate din stiv« si se afiseaz« tot <ce

Programul urmator realizeaza sortarea topologica ca o variantd de explorare in adancime a unui
graf g si folosste o stiva s pentru memorarea nodurilor.

Stack s; /I stiva folosita in doua functii
/I sortare topologica dintr-un nod v
void ts (Graf g,int v) {
vazut[v]=1,;
for (int w=1;w<=g.n;w++)
if (arc (g,v,w) && ! vazut[w])
ts(g,w);
push (s,v);
}
/I sortare topologica graf
int main () {
intij,n; Graf g;
readG(g); n=g.n;
for (j=1;j<=n;j++)
vazut[j]=0;
initSt(s);
for (i=1;i<=n;i++)
if ( vazut[i]==0)
ts(g,i);
while( ! emptySt (s)) { // scoate din stiva si afiseaza
pop(s.i);
printf("%d ",i);
}
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}
1,
5
2 4
Secventa de apeluri si evolutia stivei pentru grafdl, 23, 2-3, 24, 43, 35,45 :
Apel Stiva Din
ts(1) main()
ts(3) ts(1)
ts(5) ts(3)
push(5) 5 ts(5)

push(3) 5,3 ts(3)
push(1) 53,1 ts(1)
ts(2) main()

ts(4) ts(2)
push(4) 5,3,1,4 ts(4)
push(2) 5,3,1,4,2 ts(2)

Numerotarea nodurilor in ordinea de vizitare DF permite clasificarea arcelor unui graf orientat in
patru clase:
- Arce de arbore, componeraée arborilor de explorare ih adancime (de la un nod n curs de vizitare
la un nod nevizitat Tnca).
- Arce de inaintare, la un succesor (la un nod cu numér de vizitare mai mare).
- Arce de revenire, la un predecesor (la un nod cu numar de vizitareichai m
- Arce de traversare, la un nod care nu este nici succesor, nici predecesor .
Fie graful cu 4 noduri si 6 arce:
(1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (4,1), (4,3)
Dupa explorarea DF cele 6 arce s@am n:
Arce de arbore (dfs): (1,2), (2,3), (2,4)
Arce Tnainte : (1,3)
Arce Thapoi: (4,1)
Arce transversale : (4,3)
Numerele de vizitare DF pentru nodurile 1,2,3,4 sunt: 1,2,3,4 iar vectorul P coatimerete
0,1,2,2 (in 3 si 4 se ajunge din 2).
Daca existé cel putin un arc de revenire (inapoi) la explorarea DF a unui graf orientat atunci graful
contine cel putin un ciclu, iar un graf orientat faré arce de revenire este aciclic.
Pentru a diferentia arlee de revenire de arcele de traversare se memoreazdninector P
nodurile din arborele de explorare DF; un arc de revenire merge cétre un nod din P, dar un arc de
traversare nu are ca destinatie un nod din P.

/I clasificare arce la explorare Th adancime dintr-un nod dat v

void dfs (int v, intt[ ]) { /I t[k]= tip arc k
int w,k;
nv[v]=++m; /I nv[k]= numar de vizitare nod k

for (w=1;w<=n;w++)
if ( (k=arc(v,w)) >=0) // k= numar arcdelavlaw

if (nv[w]==0) { /I daca w nevizitat
t[ k] =6 A6 ; /lpafuncivaweste arc de arbore
dfs (w,t); /I continua explorarea din w

}

else /I daca w este deja vizitat

if (nv[v] <nv[w]) // daca w vizitat dupa v
t [ k] =861 6 ; /latunci v-w este arc inainte
else /I daca w vizitat inaintea lui v
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if (precede(w,v)) [// daca w precede pe v in arborele DFS
t [ k] =6 R6; [/latunci v-w este arc inapoi (de revenire)
else /I daca w nu precede pe v in arborele DFS
t[ k] =6T06; [/l atunci v=w este arc transversal
}
/I daca v precede pe w in arborele DFS
int precede (int v, int w) {
while ( (w=p[w]) > 0)
if (w==v)
return 1;
return O;

}

Functia de explorare DF poate fi completatd cu motaeea nodurilor atat la primul contact cu
nodul, cat si la ultimul contact (la iesirea din functia dfs). Functia dfs care urmeazé foloseste variabila
extern« 6t o6, initializat« cu zero “~n pr dfgr amul
Vectorul t1 este actualizat la intrarea Tn functia dfs, iar vectorul t2 la iesirea din dfs.

intt; /I var externa, implicit zero
void dfs (Graph g, int v, int t1[ ], int t2[]) {
int w;
tl[v] = ++t; /I descoperire nod v
for(w=1; w<=g.n; w++) /I g.n= nr de noduri
if (arc(g,v,w) && tl[w]==0) // daca w este succesor nevizitat
dfs (g,w,t1,t2); /I continua vizitare din w
t2[v] = ++t; /I parasire nod v
}

Pentru digraful cu 4 noduri si cu arcele (1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (3,4), (4,2) arborele dfs este
secventa H3—>4—2 , iar vectorii t1 si t2 vor contine urmatoarele valori dupé apelul dfs(1) :

nodk 1 23 4
tilk] 1 4 2 3 (intrare in nod)
t2k] 8 57 6 (iesire din nod)

Se observa cé ultimul nod vizitat (2) este si primul parasit, dupd care este parasit nodul vizitat
anterior;numerele t1(k) $2(k) pot fi privite ca paranteze in jurul nodului k, iar structura de paranteze
a grafului la vizitare dfs este :

(1(3(4(2))))

O componentd puternic conectata (tare conexd)-dimtdigraf este o submultime maximald a
nodurilor astfeincat exista o cale intre oricare doua noduri din cpc.
Pentru determinarea componentelor puternic conectate (cpcjudirgraf orientat vom folosi
urmatorul graf orientat ca exemplu:
153,352, 251, 354, 45,557, 756, 64, 78

1 5 O

30 04/'% O 8
VRN

20

Vizitarea DFS dintun nod oarecare v produce o multime cu toate nodurile ce pot fi atinse plecand
din v. Repetand vizitarea din v pentru graful cu arce inversate ca sens obtinem o altd multime de
noduri, din care se poate ajunge in v. Intersectia celor doud multimi reprezintd componenta tare
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conexa care contine nodul v. Dupd eliminarea nodurilor acestei componente din graf se repeta
operatia pentru nodurile rdmase, pana cand nu mai sunt nodwatf.in gr

Pentru graful anterior vizitarea DFS din 1 produce multimea {1,3,2,4,5,7,6,8} iar vizitarea grafului
inversat din 1 produce multimea {1,2,3}. Intersectia celor doud multimi {1,2,3} reprezinta
componenta tare conexa care contine nodul 1. Dupa elirnimaeurilor 1,2 si 3, vizitarea grafului
ramas din nodul 4 produce multimea {4,5,7,6,8}, iar vizitarea din 4 a grafului cu arce inversate
produce multimea {4,6,7,5}, deci componenta tare conexalaaratine pe 4 este {4,5,6,7}. Ultima
componenta cpc cank doar nodul 8.

Este posibild imbunététirea acestui algoritm pe baza observatiearcutea determina toate
componentele cpc la o singurd vizitare a grafului inversat, folosind ca puncte de plecare nodurile in
ordine inversa vizitarii DFS a grafulinitial. Algoritmul foloseste vectorul t2 cu timpii de parasire ai
fiecarui nod si repetd vizitarea grafului inversat din nodurile considerate in ordinea inversa a
numerelor t2.

Pentru graful anterior vectorii t1 si t2 la vizitarea DFS din 1 vor fi:

ndi 1 2 3 4 5 6 7 8
tlil 1 3 2 5 6 8 7 10
2] 16 4 15 14 13 9 12 11

Vizitarea grafului inversat se va face din 1 (t2=16) cu rezultat {1,2,3}, apoi din 4 (t2=14) cu
rezultat {4,6,7,5} si th 8 (singurul nod rdmas) cu rezultat {8}.
Graful cu arce inversate se obtine prin transpunerea matricei initiale.

Pentru grafuri neorientate ce reprezintad retele de comunicatii sunt importante problemele de
conectivitate. Un punct de articulare (un puiecitic) dintr-un graf conex este un varf a carui
eliminare (impreund cu muchiile asciate) face ca graful s& nu mai fie conex. O "punte" (o muchie
criticd) este o muchie a cérei eliminare face ca graful ramas sa nu mai fie conex. O componenta
biconexa est o submultime maximald de muchii astfel ca oricare doud muchii se afla pe un ciclu
simplu. Fie graful conex cu muchiile:

(1,2), (1,4),(2,4).(3,4),(3,5).(5,6).(5,7).(6,7).(7,8)

Puncte de articulare: 3,4,5,7
Muchii critice: 3-4, 3-5
Componente biconexe: (1,2,4), (5,6,7)

O O

4

Un algoritm eficient pentru determinarea punctelor critice dintgraf conex foloseste vizitarea
n adancime dintun varf radacina oarecare. Arborele de vizitare al unui graf neorientat contine numai
doud tipuri de arce: de explorare (de arbaieprce de revenire (fnapoi). Pentru graful anterior
arborele produs de vizitarea DFS din varful 1 contine arcei@,12->4, 453, 3-5, 556, 67,
7—8, iar arcele Thapoi sunt#l si 7-5.

o@;,g_,@_,%

1 5 6 7
1 1 1 4 5 5 5 8 (low)

Un varf terminal (o frunz&) din arbore nu poate fi punct de articulare, deoarece eliminarea lui nu
intrerupeaccesul la alte varfuri, deci varful 8 nu poate fi un punct critic. R&dacina arborelui DFS
poate fi punct de articulare numai dacéa are cel putin doi fii Tn arborele DFS, céaci eliminarea ei ar
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intrerupe legéatura dintre fiii s&i. Deci 1 nu este punct deutate. Un varf interior v din arborele DFS

nu este punct de articulare dacé exista in graf o muchie inapoi de la un varf u urmator lui v in arbore la
un varf w anterior lui v Tn arbore, pentru cé eliminarea lui v din graf nu ar intrerupe accesullde la w

u. O muchie Tnapoi este o muchie de la un varf cu t1 mare la un varf cu t1 mic. Un nod u urmator lui v
n arbore are t1[u] > t1[v], adicd u este vizitat dupa v. De exemplu, t1[1]=1, t1[4]=3, deci 4 este un
descendent al lui 1 in arbore.

Pentru grafulanterior varful 2 nu este punct critic deoarece existd muchia (4,1) care permite
accesul de la predecesorul lui 2 (1) la succesorul lui 2 (4); la fel 6 nu este punct critic deoarece exita
muchia (7,5) de la fiul 7 la parintele 5. Varful 3 este punct deutate deoarece nu existd o muchie
de la fiul 5 la périntele séu 4 si deci eliminarea sa ar intrerupe accesul cétre varful 5 si urméatoarele. La
fel 4,5 si 7 sunt puncte critice deoarece nu exista muchie inapoi de la un fiu la un parinte.

Un alt exemplu ste graful cu 5 varfuri si muchiile-2, 1-3, 2-4, 35:

1o
RN
2 O 0Og
o’ o
4 5

Arborele de explorare dfs din 1 este acelasi cu graful; varfurile 4 si 5 sung finzbore, iar 1
este radacina cu doi fii. Punctele de articulare sunt 1, 2, 3.

Daca se adauga muchiiledlsi 15 la graful anterior atunci 2 si 3 nu mai sunt puncte critice (exista
arce Tnapoi de la succesori la predecesori).

Implementarea algoritnhui foloseste 3 vectori de noduri:
d[v] este momentul vizitarii (descoperirii) varfului v la explorarea dfs
p[v] este predecesorul varfului v in arborele de explorare dfs
low[v] este cel mai mic d[w] al unui nod w anterior lui v in arborele dfs, catreuraeun arc inapoi
de la un succesor al lui v.

Vect orul Al owd se determin« |l a vizitarea df s,
pe rand fiecare varf din graf ce statut are in arborele dfs:

/I numara fii lui v in arborele descris prin vectorul de predecesori p
int fii (int v, int p[], int n) {
int i,m=0;
for (i=1;i<=n;i++)
if (i'!=v && p[i]==v) // daca i are ca parinte pe v
m++;
return m;
}
/I vizitare in adancime g din varful v, cu creare vectori d,p,low
void dfs (Graf g,int v,int t,int d[],int p[],int low[]) {
int w;
low[v]=d[v]=++t;
for (w=1;w<=g.n;w++) {

if (g.a[v][w]) // daca w este vecin cu v
if( d[w]==0) { /l daca w nevizitat
p[w]=v; /I w are ca predecesor pe v
dfs(g,w,t,d,p,low); /I continua vizitarea din w
low[v]=min (low[v],low[w]); /I actualizare low[v]
}
else /I daca w deja vizitat
if (w!=p[v]) /I daca arc inapoi v-w
low[v]=min(low[v],d[w]); // actualizare low[v]
}
}

/I gasire puncte de articulare
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void artic (Graf g, int d[],int p[],int low[] ) {

int v,w,t=0; /I t= moment vizitare (descoperire varf)
dfs(g,1,t,d,p,low); /I vizitare din 1 (graf conex)
for (v=1,v<=g.n;v++){

if (p[v]==0){

if( fii(v,p,g.n)>1) /I daca radacina cu cel putin 2 fii

printf("%d ",v); /I este pct de artic
}
else /I daca nu e radacina

for (w=1;w <=g.n;w++) { // daca v are un fiu w in arborele DFS
if ( p[w]==v && low[w] >=d[v]) // cu low[w] > d[v]
printf("%d ",v); /I atunci v este pct de artic

}
}
}

9.6 DRUMURI MINIME IN GRAFURI

Problema este de a g&fiumul de cost minim dintre dou& noduri oarecare i si j dintigraf
orientat sau neorientat, cu costuri pozitive.

S-a ardtat ca aceasta problema nu poate fi rezolvatd mai eficient decéat problema gasirii drumurilor
minime dintre nodul i si toateetelalte noduri din graf. De obicei se considerd ca nod sursé i chiar
nodul 1 si se determind lungimile drumurilor minime d[2],d[3],...,d[n] péan& la nodurile 2,3,...n.
Pentru memorarea nodurilor de pe un drum minim se foloseste un singur vector P egalpju
nodul precedent lui i pe drumul minim de la 1 la i (multimea drumurilor minime formeaza un arbore,
iar vectorul P reprezinté acest arbore de céi in graf).

Cel mai eficient algoritm cunoscut pentru problema drumurilor optime cu o singie@ este
algoritmul I ui Dij kstr a, care poate fi descris
coad« cu prioritew«ti, ca algoritm ce foloseste
algoritm cu multimi de varfuri sau ca algonitcu vectori. Diferentele de prezentare provin din
structurile de date utilizate.

In varianta urmatoare se foloseste un vector D astfel ca d[i] este distanta minima de la 1 la i, dintre
drumurile care trec prin noduri deja selectate. O variabila Spdaultime memoreaza numerele
nodurilor cu distantd minima fatd de nodul 1, gasite pana la un moment dat. Initial S={1} si
d[i]=cost[1][i], adica se considera arcul direct de la 1 la i ca drum minim ntre 1 si i. Pe masura ce
algoritmul evolueaz, se aellizeaza D si S.

S ={1} /'S =multime noduri ptr care s-a determinat dist. minima fata de 1
repetd cét timp S contine mai putin de n noduri {
gaseste muchia (x,y) cu x in S si y nu in S care face minim d[x]+cost(x,y)
adaugaylas
d[y] = d[x] + cost(x,y)
}

La fiecare pas din algoritmul Dijkstra:
- Se gaseste dintre nodurile j care nu apartin lui S acel nod "jmin" care are distanta minima fata de
nodurile din S;
- Se adauga nodul "jmin" la multimea S
- Se recalculeaza distantele de la nodul 1 la nodurile care nu fac parte din S, pentru ca distantele la
nodurile din S rdman neschimbate;
- Se retine n p[j] numarul nodului precedent cel mai apropiat de nodul j (de pe drumul minim de la 1
laj).

Pentru a ilustra modul de lucru al algoritmului Dijkstra consideram un graf orientat cu urméatoarele
costuri de arce:

(1,2)=5; (1,4)=2; (1,5)=6;
(2,3)=3;
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(3,2)=4; (3,5)=4;
(4,2)=2; (4,3)=7; (4,5)=3;
(5,3)=3;

Drumurile posibile intre &i 3 si costul lor :
1-2-3=8; 14-3=9; 14-2-3=7; }4-53=8; 153=09;
Drumurile minime de la 1 la celelalte noduri sunt in acest graf:

1-4-2 de cost 4
1-4-2-3 de cost 7
1-4 de cost 2
1-4-5 de cost 5

De observat ca ntin drum minim fieare drum partial este minim; astfel in drumed-2-3,
drumurile partiale #4-2 si 14 sunt si ele minime.
Evolutia vectorilor D si S pentru acest graf in cazul algoritmului Dijkstra :

S d2] di3]  di4] d[5] nod sel.
1 5 M 2 6 4
1,4 4 9 2 5 2
142 4 7 2 5 5
1425 4 7 2 5 3

Vectorul P va arata in final astfel:

pl2] p[3] p[4] Pp[5]
4 2 1 4

Exemplu de functie pentru algoritmul Dijkstra:

void dijkstra (Net g,intp[]) { / / Net este tipul abstract igraf cu
int d[M],s[M]; /I s= noduri ptr care se stie distanta minima
int dmin; int jmin,i,j;
for (i=2;i<=g.n;i++) {
p[i]=1; d[i]=carc(g,1,i); /I distante initiale de la 1 la alte noduri

s[1]=1;
for (i=2;i<=g.n;i++) { /I repeta de n-1 ori
/I cautd nodul j ptr care d[j] este minim
dmin =MARE;
for (j=2;j<=g.n;j++) /I determina minimul dintre distantele d[j]

if (s[j]==0 && dmin > dJ[j]) { // dacajnu e in S si este mai aproape de S
dmin =d[j]; jmin=j;

}
s[jmin]=1; /I adauga nodul jmin la S
for (j=2;j<=g.n;j++) /I recalculare distante noduri fata de 1

if (d[j] >d[jmin] + carc(g,jmin,j) ) {
d[j] =d[jmin] + carc(g,jmin,j);
p[j] =jmin; /I predecesorul lui j pe drumul minim
}
}
}

In programul principal se apeleaza repetat functia "drum™:

for(j=2;j<=n;j++)
drum (p,1, j); /I afisare drum minim de la 1 laj
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Afisarea drumului minim pe baza vectorului "p" se poate face recursiv sau iterativ:

/I drum minim intre i si j - recursiv
void drum (int p[], inti,int j) {
if j!=1)
drum (p.i,p[j]);
printf ("%d ",j);

}
/I drum minim intre i si j - iterativ
void drum (int p[], int i,int j){

int s[M], sp=0; /I s este o stiva vector cu varful in sp
printf ("%d ",i); /I primul nod de pe calea i~j
while (j '=1) { /I pune pe stiva nodurile precedente lui j
s[++sp]=j;
i=plL /I precesorul lui j
for( ; sp>=1;sp--) /I afisare continut stiva

printf("%d ",s[sp]);

De observat ca valoarea constantei MARE, folositd pentru a marca in matricea de costuri absenta
unui arc, nu poate fi mai mare carjétate din valoarea maxima pentru tipul intreg , deoarece la
nsumarea costurilor a doua drumuri se poate depasi cel mai mare intreg (se pot folosi pentru costuri si
numere reale foarte mari).

Metoda de ajustare treptatd a lungimii drumurilor din vect@ruéste o metoda de "relaxare”,
folosita si in alti algoritmi pentru drumuri minime sau maxime: algoritmul Bellrfaond pentru
drumuri minime cu o singura sursa in grafuri cu costuri negative, algoritmul Floyd pentru drumuri
minime intre oricare pereche dioduri s.a.

Prin relaxarea unei muchii (v,w) se intelege ajustarea costului anterior al drumului catre nodul w
tindnduse seama si de costul muchieivydeci considerand si un drum cétre w care trece prin v. Un
pas de relaxare pentru drumul minim céatedul w se poate exprima prirtirsecventd de forma
urmatoare:

/I d[w] = cost drum minim la w fara a folosi si v
if (d[w] > d[v] + carc(g,v,w) ) { // daca drumul prin v este mai scurt
d[w]= d[v]+ carc(g,v,w); /I atunci se retine in d[w] acest cost
p[w]=v; /I si in p[w] nodul din care s-a ajuns la w
}

Deci luarea in considerare a muchieiv\poate modifica sau nu costul stabilit anterior pentru a
ajunge in nodul w, prin alte noduri decéat v.

Complexitatea algoritmului Dijkstra este OM*si poate fi redusd la O(m*Ig(n)) prin folosirea
unei cozi ordonate (miheap) cu operatie de diminuare a cheii.

In coadd vom pune distanta cunoscutd la un moment dat de la 1 pané la un alt nod: initial sunt
costurile arcelor directe, dupa care se paosturile drumurilor de la 1 prin nodurile determinate ca
fiind cele mai apropiate de 1. Ideea cozii cu diminuarea prioritatii este cd Tn coada vor fi mereu
aceleasi elemente (noduri), dar cu prioritdti (distante) modificate de la un pas la altul. In loc s&
adaugam la coada distante tot mai mici (la aceleasi noduri) vom modifica numai costul drumului deja
memorat Tn coadd. Vom exemplifica cu graful orientat urmate2=4, +3=1, +4=7, 24=1, 32=2,
3-4=5, 41=7

In coada vom pune nodul destinatie si disdade la 1 la acel nod.

In cazul cozii cu prioritdti numai cu operatii de adaugare si eliminare vom avea urmatoarea
evolutie a cozii cu distante la noduri:

(3,1), (2,4), (4,7) /I costuri initiale (arce directe)
(2,3), (4,6), (2,4), (4,7) /I plus costuri drumuri prin 3
(2,4), (4,4), (4,7), (4,6) /I plus costuri drumuri prin 2

(4,6), (4,7) /I elemente ramase in coada
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In cazul cozii cu diminuarea costului drumurilor (prioritétii) coada va evolua astfel:

pas coada ordonata nod proxim (fata de 1) distanta de la 1
initial (3,1), (2,4),(4,7) 3 1

prin 3 (2,3), (4,6) 2 3
prin 3 si 2 (4,4) 4 4

Functia urméatoare foloseste operatia de diminuare a prioritatilfintnintheap si actualizeaza in
coada distantele recalculate :

void dijkstra (Net g, int n[], int d[]) {
/I d[K] = distanta minima de la 1 la nodul n[k]
/I pg= Coada cu distante minime de la 1 la alte noduri

heap pq; dist min, a; /'l fAdisto este o structura cu 2 intregi
inti,nn;
initpq(&pa);
for (i=2;i<=g.n;i++) { /I pune in coada cost arce de la1lla 2,3,..n
a.n=i; a.d=cost(g,1,i); // numar nod si distanta in variabila a
addpq( &pq, a); /I adauga a la coada pq
}
for (j=2;j<=g.n;j++) { /l repeta de n-1 ori
min= delpq(&pq); /I scoate din coada nodul cel mai apropiat
nn=min.n; /I numar nod proxim
*d++=min.d,; /[ distanta de la 1 la nn
*N++=nn,; /I retine nn in vectorul n

/I ptr fiecare vecin al nodului nn

for (i=2;i<=g.n;i++) {
a.n=i; a.d=min.d+cost(g,nn,i); /I recalculeaza distanta ptr fiecare nod i
decrpq( &pa.a);

9.7ARBORI DE ACOPERIRE DE COST MINIM

Un arbore de acoperire ("Spanning Tree") este un arbore liber ce contine o parte dintre arcele
grafuluicu care se acoper« toate nodurile graful ui
graf conex are mai multi arbori de acoperire, numarul acestor arbori fiind cu atat mai mare cu céat
numarul de cicluri din graful initial este mai mare. Pentru waf gonex cu n véarfuri, arborii de
acoperire au exacth muchii.

Problema este de a gasi pentru un graf dat arborele de acoperire cu cost total minim
(MST=Minimum Spanning Tree) sau unul dintre ei, daca sunt mai multi.

Exemplu: graful neorientat curbduri si urmatoarele arce si costuri:

(1,2)=6; (1,3)=1; (1,4)=5;
(2,3)=5; (2,5)=3;
(3,4)=5; (3,5)=6; (3,6)=4;
(4,6)=2;

(5,6)=6;

Arborele minim de acoperire este format din arcele: (1,3),(3,6),(6,4),(3,2),(2,5) si are costul total
1+5+3+4+2=15.

Pentru determinarea unui arbore de acoperire de cost minim se cunosc doi algoritmi eficienti avand
ca autori pe Kruskal si Prim.
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Algoritmul Kruskal foloseste o listd ordonatd de arce (dup@ costuri) si o colectie de multimi
disjuncte pentru aerifica dacad urmatorul arc scos din listd poate fi sau nu adaugat arcelor deja
selectate (daca nu formeaza un ciclu cu arcele din MST).

Algoritmul lui Prim seamana cu algoritmul Dijkstra pentru drumuri minime si foloseste o coada cu
prioritdti de arce are leaga varfuri din MST cu alte varfuri (coada se modificd pe masurd ce
algoritmul evolueaz).

Algoritmul lui Prim se bazeaza pe observatia urmatoare: fie S o submultime a varfurilor grafului si
R submultimea VS (varfuri care nu sunt in S); muchia desttminim care uneste varfurile din S cu
varfurile din R face parte din MST.

Se poate folosi notiunea de fAt«ietur«o “~n gr af
nodurilor din graf si se determina arcul de cost minim dintre arcele taiatt;acesa face parte din
MST si va uni nodul k cu MST al grafului rdmas dupda indepéartarea nodului k. La fiecare pas se face o
noud taieturd in graful rAmas si se determind un alt arc din MST; proces repetabdgsau pana
cand S este vida).

Fiecare taieturd in graf Tmparte multimea nodurilor din graf Th doud submultimi S ( noduri incluse
in MST ) si R (restul nodurilor, inca acoperite cu arce). Initial S={1} daca se porneste cu nodul 1, iar
in final S va contine toate nodurile din graf. Taid¢usuccesive pentru exemplul considerat sunt:

S (mst) arce intre S si R (arce taiate) minim y
1 (1,2)=6; (1,3)=1; (1,4)=5; 1,3=1 3
1,3 (1,2)=6; (1,4)=5;
(3,2)=5; (3,4)=5; (3,5)=6; (3,6)=4 (36)=4 6
1,3,6 (1,2)=6; (1,4)=5; (3,2)=5; (3,4)=5; (3,5)=6;
(6,4)=2; (6,5)=6; (6,4)=2 4
1,3,6,4 (1,2)=6; (3,2)=5(3,5)=6; (6,5)=6 (3,2=5 2
1,3,6,4,2 (2,5)=3; (3,5)=6; (6,5)=6 (25=3 5

Solutia problemei este o multime de arce, deci un vector de perechi de noduri, sau doi vectori de
intreg X si Y, cu semnificatia cA o pereche Mli] reprezintd un arc din MST. Este posibila si
folosirea unui vector de intregi pentru arborele MST.

Al gorit mul Prim este un algoritm greedy, Il a ca
arcele care unesc noduri din U cu noduri din V. La fiecare pas se alege arcul de cost minim dintre
arcele taiate si se genereaza o alté listd de candidati.

Vom prezenta doué variante de implementare a acestui algoritm.

Prima varianta traduce fidel desega algoritmului folosind multimi, dar nu este foarte eficientd
ca timp de executie:

/I algoritmul Prim cu rezultat in vectorii X si y
void prim ( Net g) { /I g este o retea (cu costuri)
Set s,r;
inti,j; intcmin,imin,jmin;
/I initializare multimi de varfuri
initS(s); initS(r);

addS(s,1); /I S={1}
for (i=2;i<=g.n;i++) /'l R={2, 3, ¢é}
addS(r,i);

/I ciclul greedy

while (! emptyS(s)) {
cmin=MARE;
/Iscaneaza toate muchiile
for (i=1;i<=g.n;i++)
for (j=1;j<=g.n;j++) {
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if (findS(s,i) && findS(s,j) ||
findS(r,j) && findS(r,j))
continue;
if (carc(g,i,j) < cmin) {
cmin=carc(g,i,j);
imin=i; jmin=j;

}

printf ("%d-%d \n",imin,jmin);
addS(s,imin); addS(s,jmin);
delS(r,imin); delS(r,jmin);
}
}

/I daca i si jin aceeasi multime s
/l sauinr

/I atunci se ignora muchia (i-j)

/I determina muchia de cost minim

/I muchia (imin,jmin) are cost minim
/I afisare extremitati muchie

/I adauga varfuri la s
/l elimina varfuri din r

Programul urmator, mai eficient, foloseste doi vectori:

p [i] = numarul nodului din S cel mai apropiat de nodul idin R
c [i] = costul arcului dintre i si p[i]

La fiecare pas se cautdinvectdiut 06 pentru a g«si nodul k din
S. Pentru a nu mai folosi o multime S, se atribuie lui c[K] o valoare foarte mare astfel ca nodul k sa nu
mai fie luat in considerare Tn pasii urmatori.

Multimea S este deci implicit muftiea nodurilor i cu c[i] foarte mare. Celelalte noduri formeaza
multimea R.

/I nr maxim de noduri
# define M1 10000 /I un nr. foarte mare (cost arc absent)
# define M2 (M1+1) // alt numar foarte mare (cost arc folosit)
/I alg. Prim pentru arbore minim de acoperire
void prim (Net g, int x[ ], int y[ ]){
int c[M], cmin;
int p[M], i,j,k;
int n=g.n;
for(i=2;i<=n;i++) {
pli]=1; c[i]=carc (g,1,i);

# define M 20

// n = nr de varfuri
/I costuri initiale

for(i=2;i<=n;i++) {
/I cauta nodul k cel mai apropiat de un nod din mst
cmin = c¢[2]; k=2;
for(j=2;j<=n;j++)
if (c[j] <cmin){
cmin=c[j]; k=j;
}
x[i-1]=p[k]; y[i-1]= k;  // retine muchie de cost minim in x si y
c[k]=M2;
/I ajustare costuri in U
for(j=2;j<=n;j++)
if (carc(g,k,j) < c[j] && c[j] < M2) {
clil= carc(g,k,j); plil =k;
}
}
}
Aipo exempl ul

vectorilor fAco si pentru

Evol uti a
c[2] p(2] c[3] p[3] c[4] pl4] c[5] p[5] c[6] pl6] k
6 1 1 1 5 1 M1 1 M1 1 3
5 3 M2 1 1 6 3 4 3 6
5 3 M2 1 2 6 6 3 M2 3 4
5 3 M2 1 6 6 3 M2 3 2

R

d
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M2 3 M2 1 M2 6 3 2 M2 3 5
M2 3 M2 1 M2 6 M2 2 M2 3

Au fost necesare doué constante mari: M1 aratd ca nu exista un arc intre doué noduri, iar M2 arata
ca acel arc a fost inclus Tn MST si ca va fi ignorat in continuare

Vectorul Apo fol osit “n progr amul adqurt stngur or cor
vector, de predecesori.

Complexitatea algoritmului Prim cu vectori este O(n*n), dar poate fi redusa la O(m*Ig(n)) prin
folosirea unui heap pentru meraoea costurilor arcelor dintre U si V

Ideia algoritmului Kruskal este de a alege la fiecare pas arcul de cost minim dintre cele ramase
(inca neselectate), daca el nu formeaza ciclu cu arcele deja incluse Tn MST (selectate). Conditia ca un
arc (x,y) sa o formeze ciclu cu celelalte arce selectate se poate exprima astfel: nodurile x si y trebuie
sé se afle Tn componente conexe diferite. Initial fiecare nod formeaza o componenté conexa, iar apoi o
componentd conexd contine toate nodurile acoperite cu danc®ST, iar nodurile neacoperite
formeaza alte componente conexe.

Algoritmul Kruskal pentru gasirea unui arbore de acoperire de cost minim foloseste doua tipuri
abstracte de date: o coada cu prioritati si o colectie de multimi disjuncte si pdasefis astfel :

citire date si creare coada de arce
repeta {
extrage arcul de cost minim din coada
dacé arc acceptabil atunci {
afisare arc
actualizare componente conexe

}

} pana cand toate nodurile conectate

Un arc care leaga doud noduri dintaceeasi componentd conexa va forma un ciclu cu arcele
selectate anterior si nu poate fi acceptat. Va fi acceptat numai un arc care leaga intre ele noduri aflate
Tn doud componente conexe diferite.

Pentru reteaa cu 6 noduri si 10 arce (1,2)=6; (1,3)=1; (1,4)=5; (2,3)=5; (2,5)=3;

(3,4)=5; (3,5)=6; (3,6)=4; (4,6)=2; (5,6)=6volutia algoritmului Kruskal este urmatoarea :

Pas Arc (Cost) Acceptabil Costtotal Afisare
1 1,3(2) da 1 13

2 4,6 (2) da 3 46

3 2,5(3) da 6 25

4 3,6 (4) da 10 36

5 1,4 (5) nu 10

6 3,4 (5) nu 10

7 2,3 (5) da 15 23

Toate nodurile din graf trebuie sa se afle Tn componentele conexe. Initial sunt atadtea componente
(multimi) cate noduri existd. Atunci cand un ardeescceptat, se reunesc cele doua multimi
(componente) care contin extremitatile arcului in una singura; in felul acesta numarul de componente
conexe se reduce treptat pana cand ajunge egal cu 1 (toate nodurile legatgiatrconex care este
chiar arlorele de acoperire cu cost minim).

Evolutia componentelor conexe pentru exemplul anterior :

Componente conexe
{1}, {2},{3}.{4}.{5}.{6}
{1,3}, {2}.{4}.{5}.{6}
{1,3}, {2,5}, {4.6}
{1,3,4,6}, {2,5}
{1,2,3,4,5,6}

o
\lhwl\n—\g
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In programul urméator graful este un vector de arce, ordonat crescéator dupa costuri ihainte de a fi
folosit. Exemplu:

typedef struct { int v,w,cost ;} Arc;
/I compara arce dupa cost (ptr gsort)
int cmparc (const void * p, const void* q) {
Arc * pp =(Arc*) p; Arc *qgq=(Arc*) q;
return pp->cost -qq->cost;
}
/I algoritmul Kruskal
void main () {
DS ds; Arc arce[M], a;
int x,y,n,na,mx,my,nm,kK;
printf ("nr.noduri Tn graf: "); scanf ("%d", &n);

initDS (ds,n); /I ds = colectie de multimi disjuncte
printf ("Lista de arce cu costuri: \n");
nm=0; /I nr de muchii in graf

while ( scanf ("%d%d%d",&a.v,&a.w,&a.cost) > 0)
arce[nm++]=a;
gsort (arce, nm, sizeof(Arc), cmparc); // ordonare lista arce

k=0; /I nr arc extras din coada
for ( na=n-1; na > 0; na--) {
a=arce[k++]; /I urmatorul arc de cost minim
X=a.v; y=a.w; /I X, y = extremitati arc
mx= findDS (ds,x); my=findDS (ds,y);
if (mx!=my){ /I daca x si y in componente conexe diferite
unifDS (ds,x,y); /I atunci se reunesc cele doua componente
printf ("%d - %d \n",x,y); // si se scrie arcul gasit ptr mst
}
}
}

Complexitatea algoritmului Kruskal depinde de modul de implementare al colectiei de multimi
disjuncte si este in cel mai bun caz O(m*Ig(n)) pentru o implementare eficientd a tipului DS ( este
practic timpul de ordona listei de arce).

9.8 GRAFURI VIRTUALE

Un graf virtual este un model abstract pentru un algoritm, fard ca graful sa existe efectiv in
me mor i e. Fiecare nod din graf reprezint« o0 HfAsta
trecerea dinto stare Tn alta (nu orice tranzitie intre stari este posibila si graful nu este complet). Vom
mentiona doua categorii de algoritmi de acest tip: algoritmi ce modeleaza automate (masini) cu numar
finit de st «ri (AFinite StetediMaaleite 0()A bxaick alk g
metode).

Un algoritm de ti p -6 atard lo mtatca urmame iatinfrarilar fuenicate di n't
algoritmului, deci prin citirea succesiva a unor date. Exemple sunt programe de receptie a unor mesaje
conforme unui anumit protocol de comunicatie, programe de prelucrare expresii regulate,
interpretoare si compilatoare ale unor limbaje.

Un analizor sintactic (Apanseromenpaat edcagvea nd
comentar-o uoonditsnintra” i abar a un-an bloc denirsttuainntse s i r o
decl aratii o sau Aitermi nar e bl oco, s.a. m. d. Un a

deosebeasca caractere de comentariu care sunt in cadrul unui sir (lncadrat de ghiliratertsaea
ghilimele ntrun comentariu, sau comentarii C++ fotr comentariu C, etc.

Ca exemplu vom prezenta un tabel cu tranzitiile intre starile unui parser interesat de recunoasterea
comentariilor C sau C++:
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Stare curenta Caracter citit Staea urmatoare

Tntre comentarii / posibil Inceput de comentariu
posibil inceput de comentariu  / ih comentariu C++
posibil inceput de comentariu ~ * ih comentariu C
posibil inceput de comentariu alte caractere intre comentarii

n comentariu C++ \n intre comentarii

n comentariu C++ alte caractere ih comentariu C++

in comentariu C * posibil sfarsit comentariu
posibil sfarsit comentariu / intre comentarii
posibil sfarsit conentariu alte caractere in comentariu C

Stérile pot fi codificate prin numere intregi iar programul contine un $atch cu cate un caz
(casg pentru fiecare stare posibila.

O problema de optimizare discretd poate avea mai multe solutii iedet¢sau matriciale) si
fiecare solutie are un cost asociat; scopul este gasirea unei solutii optime pentru care functia de cost
este minima sau maxima.

O serie de algoritmi de optimizare realizeazd o cautaraufingraf, numit si spatiu al starilor.

Acest graf este construit pe masurd ce algoritmul progreseaza si nu este memorat integral, avand in
general un numar foarte mare de noduri (stari). Graful este de obicei orientat si arcele au asociate
costuri.

O solutie a problemei este o cale in grafétigir iar costul solutiei este suma costurilor arcelor ce
compun calea respectiva.

Vom considera doua exemple clasice: problema rucsacului si iesirea din labirint.

Problema rucsacului are ca date n obiecte de greutate g[k] si valoare v[K] fiecaresasi dm
capacitate t, iar cerinta este sa selectdm acele obiecte cu greutate totald mai mica sau egala cu t pentru
care valoarea obiectelor selectate este maxii@élutia este fie un vector x cu valori 1 sau 0 dupa
cum obiectul respectiv a fost sau nuestdt, fie un vector x cu numerele obiectelor din selectia
optima (din rucsac).

Fie cazul concret in care sacul are capacitatea t=15 si exista 4 obiecte de greutati g[] = {8, 6, 5, 2}
si valori unitare egale. Solutia optima (cu valoare maxima) este mfotizseste obiectele 1,3 si 4.

In varianta binara vectorul solutie este x[] = {1,0,1,1}, iar in varianta cu numere de obiecte solutia
este x[]={1,2,4}.

Spatiul starilor pentru varianta cu x[k] egal cu numarul obiectului ales in pasul k si dupa
eliminarea solutiilor echivalente:

8 O

O//%ONO

4

(8) ﬁ/p 8&6 /Q\ 6 5
O/ 3 o4 okoz

2

40

(14) (13) (11) (0  (8) \6
40 @)
(15) (13)

Arcele arborelui de stéri au drept costuri greutétile (valorile) obiectelor, iar la capatul fiecarei
ramuri este notata greutatea selectiei respective (deci costugidobiblutiile optime sunt doué: una
care foloseste doud obiecte cu greutati 6 si 8 si alta care foloseste 3 obiecte cu greutétile 2,4 si 8.
Spatiul stérilor in varianta binard este un arbore binar a carui inéltime este egald cu numarul de
obiecte. Altenativele de pe nivelul k sunt includerea in solutie sau nu a obiectului k. La fiecare cale
posibila este trecut costul insumat al arcelor folosite (valorile obiectelor selectate).
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Problema iesirii din labirint ilustreazd o problema la care spatiul starilor nu mai este un arbore ci
un graf care poate contine si cicluri.

Un labirint este reprezentat prisdrmatrice L de carouri cu m linii si n coloane cu conventia ca
L[i]j]=1 dacéa caroul din linia i si coloana j este liber (poate fi folosit pentru deplasare) si L[i][j]=0
daca caroul (i,j) este ocupat (de ziduri despartitoare).

Pornind dintrun carou dat (liber) se cere drumul minim de iesire din labirint sau toate dmimuril
posibile de iesire din labirint, cu conditia ca un drum sa nu treaca de mai multe ori prin acelasi carou
(pentru a evita deplasarea n cerc inchis, la infinit). lesirea din labirint poate inseamna ca se ajunge la
orice margine sau la un carou dat.

Fie un exemplu de labirint cu 4 linii si 4 coloane si punctul de plecare (2,2).

==t

n

Cateva trasee de iesire si lungimea lor sunt prezentate mai jos :

2,2), (2,1) 2
(2,2), (2,3), (1,3) 3

(2,2), (2,3), (3,3), (3,4) 4
(2,2), (3,2), (3,3), (4,3) 4

Graful spatiului starilor pentru exemplul de mai sus arata astfel:

T
//
/\

3,4 4,3

Nodurile far& succesori sunt puncte de iesire din labirint. Sengbgxistenta mai multor cicluri in
acest graf.
Explorarea grafului pentru a gasi o cale catre un nod tinta se poate face in adancime sau in largime.
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La explorarea in adancime se memoreaza-g¢irgtivd) doar nodurile de pe calea in curs de
explorare, dei necesarul de memorie este determinat de cea mai lunga cale din graf. Algoritmul
Abacktrackingd corespunde c«ut«rii “~n adOnci me.

La explorarea in largime se memoreaza {dnttoadd) succesorii fiecarui nod, iar numarul de
noduri de pe un nivel creste exgential cu Tnaltimea grafului. Din punct de vedere al memoriei
necesare cautarea in adancime n spatiul stérilor este preferabild, dar exista si alte considerente care
fac ca n unele situatii sa fie preferatd o varianta de cautare in largime. Pentruogradmuri de
lungimi foarte diferite este preferabild o cautare in largime. In cazul labirintului, astfel de cédi sunt
trasee posibile de lungime foarte mare, dar care nu conduc la o iesire, alaturi de trasee scurte.

Pentru a evita rAmanerea programuhir-un ciclu trebuie memorate carourile deja folosite; in
principiu se poate folosi o multime de stari folosite, Tn care se cauta la fiecare incercare de deplasare
din starea curenta. In problema labirintului se foloseste de obicei o solthigcadhaisimpla, de
marcare a carourilor deja folosite, fara a mai utiliza o multime separata.

Timpul de rezolvare a unei probleme prin explorarea spatiului starilor depinde de numarul de
noduri si de arce din acest graf, iar reducerea acestui timp se poateifaedpcerea dimensiunii
graful ui. Gr af ul este generat di nami c, “n cur st
crearea de succesori ai nodului curent.

In graful implicit, un nod (o stare s) are ca succesori stérile in care se poate ajursydadi
aceasta conditie depinde de problema rezolvata si de algoritmul folosit.

I n problema rucsacul ui, functia Aposibilo veri
(fard a depasi capacitatea sacului), iar o stare corespunde unei seleghiedte. In problema
labirintul ui functia Aposibil o verific« dac« es
pozitia curenta.

Graf ul de st «ri se poate reduce ca di mensiune

Pentru problemeée minimizare putem compara costul solutiei partiale in curs de generare (costul unei
céai incomplete) cu un cost minim de referintd si s& oprim expandarea céii dacd acest cost este mai
mare decét costul minim stabilit pané la acel moment. Ideea se plusieifioproblema iesirii din

labirint: daca suntem pe o cale incompletd egald cu o cale completd anterioard nu are rost sa mai
continudm pe calea respectiva.

Se poate spune ca diferentele dintre diferiti algoritmi de optimizare discretd provin din modul de
expandare a grafului de stari, pentru minimizarea acestuia.

C«utarea “"n ad®©ncime " n graful de st «ri i mplic
sau iterativ, folosind o stiva.

Pentru concretizare vom folosi problema umplerii prin inundao@ei suprafete delimitate de un
contur oarecare, problema care seamana cu problema labirintului dar este ceva mai simpla. Problema
permite vizualizarea diferentei dintre explorarea in adancime si explorarea in latime, prin afisarea
suprafetei de coloratupa fiecare pas.

Datele problemei se reprezintd printrmatrice patraticd de caractere initializatd cu caracterul
punct 6.0, iar punctele colorate vor fi mar cat e
ncepe colorarea (umplerea) sprenctele vecine.

Evolutia unei matrice de 5x5 la explorare in largime a spatiului starilor, plecand din punctul (2,2),
cu extindere n ordinea sus, dreapta, jos, stanga (primele imagini):

LHLL L HLL L H L L L L BB

HHEHR. CHBH. HEH. HHEHS. HHES. HHEH. HHBH.

HHEHR. HEHHS HHAH HHBHH HHBH HHBHHS HAHBH
LHLLLHLL LHEL LR HEHR. HEBH. HEH.

................. #..0#. L H#HLLH L
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Evolutia matricei 5x5 la explorare Tn adancime a spatiului stariloordime de extindere inversa
(punctele se scot din stiva in ordine inversa introducerii in stiva) :

HHH#. . HHER. HEH. . HBEH. . #HHEH . BHE . HEHRH.
#....H#H. . H. . HB HHH BHEH HHE#H HHBHH
HHEBH . HHHHH HHHBH HARHE HAHBH HABHE HHHEH

In coada sau in stivd vom pune adrese de puncte (adrese de structuri):

typedef struct { int x,y; } point;

/'l construieste o variabila Apointo
point * make (int i, int j) {

point *p= new point;

P—>X=i;p—>y=j;

return p;

/I Functie de umplere prin explorare in largime cu coada :

void fillQ (int i, intj) { /I colorarea porneste din punctul (i,j)
int k,im,jm; Queue q; /I q este o coada de pointeri void*
point *p; /I point este o pereche (x,y)

int dx[4] = {-1,0,1,0}; /I directii de extindere pe orizontala
int dy[4] = {0,1,0,-1}; /I directii de extindere pe verticala

initQ(q); // initializare coada

p=make(i,j); /I adresa punct initial (1,j)

addQ(q,p); /I adauga adresa la coada

while (! emptyQ(q) ) { // repeta cat timp e ceva in coada
p= (point*)delQ(q); /I scoate adresa punct curent din coada
i=p—X; j=p->Y; /l coordonate celula curenta

ali][]j] =64#06 1}/l coloreaza celula (i,j)

for (k=0;k<4;k++) { /I extindere in cele 4 directii
im=i+dx[k]; jm= j+dy[k]; // coordonate punct vecin cu punctul curent
if (! posibil(im,jm))  // daca punct exterior sau colorat

continue; /I nu se pune in coada
p=make(im,jm); /I adresa punct vecin cu (l,j)
addQ (q,p); /I adauga adresa punct vecin la coada q
}
}
}
Functia fAposibild verific« dac« gstercdotau(are pr i mi

culoarea initiald):

int posibil (inti,int j) {
if (i<0 || i>n-1]|j<0|]j>n-1) [/ daca punct exterior
return O;
return a[i][j]=="."; /'l matricea a initializata cu carac

Functia de umplere cu exploare in adarciste la fel cu cea anterioard, dar foloseste o stiva de
pointeri in locul cozii. Functia anterioard conduce la o crestere rapida a lungimii cozii (stivei),
deoarece acelasi punct necolorat este pus in listd de mai multe ori, ca vecin al punctelde adiacen
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el . Pentru a reduce |l ungimea 1|istei se poate
intermediara (diferitd de culoarea initiald dar si de cea finald).
Varianta recursiva de explorare in adancime este:

void fill (inti,intj) { /I colorare din punctul (i,j)

int k,im,jm;

for (k=0;k<4;k++) { /I pentru fiecare vecin posibil
im=i+dx[k]; jm= j+dy[k]; /I (im,jm) este un punct vecin cu (i,j)

if (posibil(im,jm)) {
a[im][]jm]=06#0,;
fill (im,jm); /I continua colorarea din punctul (im,jm)
}
}
}

Pentru cel e mai multe probl eme met oduaarlfolkeac kt r a
(binar sau multicéi). Varianta cu arbore binar (si vector solutie binar) are cateva avantaje: programe
mai simple, toate solulé au aceeasi lungime si nu pot aparea solutii echivalente (care diferd numai
prin ordinea valorilor).

Exemplu de functie recursiv« pentru algoritmul

void bkt (int k) { /I k este nivelul din arborele binar (maxim n)
int i;
if (k>n){ // daca s-a ajuns la un nod terminal
print (); /I scrie vector solutie x (cu n valori binare)
return; /I si revine la apelul anterior (continua cautarea)
x[k]=1; /I incearca la stanga (cu valoarea 1 pe nivelul k)
if (posibil(k)) /I daca e posibila o solutie cu x[k]=1
bkt (k+1); /I cauta in subarborele stanga
x[k]=0; /I incearca la dreapta (cu valoarea 0 pe niv. k)
bkt(k+1); /I cauta in subarborele dreapta
}

Pentru problema rucsaculyik¥=1 semnifica prezenta obiectului k in sac @otsolutie) iar x[k]=0
semnificd absenta obiectului k dirgirsolutie. Pentru valoarea x[k]=0 nu am verificat daca solutia este
acceptabild, considerand ca neincluderea unor obiecte Tn selectia optip@sési& intotdeauna.

Ordinea explorarii celor doi subarbori poate fi modificatd, dar am preferat sa obtinem mai intai
solutii cu mai multe obiecte si valoare mai mare.

Functia #Aprinto fie afiseaz« o0 sol utsdudlorobt i nu
posibile), fie compara costul solutiei obtinute cu cel mai bun cost anterior (in probleme de optimizare,
care cer 0 solutie de cost minim sau maxim).
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Capitolul 10
STRUCTURI DE DATE EX TERNE

10.1SPECIFICUL DATELOR PE SUPORT EXTERN

Principala diferenté dintre memoria internd (RAM) si memoria externa (disc) este modul si timpul
de acces la date:
- Pentru acces la disc timpul este mult mai mare decat timpul de acces la RAM (cu cateva ordine de
marime), dar printun singur aces se poate citi un numar mare de octeti (un multiplu al dimensiunii
unui sector sau bloc disc);
- Datele memorate pe disc nu pot folosi pointeri, dar pot folosi adrese relative in fisier (numere
ntregi lungi). Totusi, nu se folosesc date dispersateuinfisier din cauza timpului foarte mare de
repozitionare pe diferite sectoare din fisier.

In consecintd apar urméatoarele recomandari:
-Utilizarea de zone tampon (fibufferodo) mari, care
pentru reducesenumarului de operatii cu discul (citire sau scriere);
- Gruparea fizica pe disc a datelor intre care exista legaturi logice si care vor fi prelucrate foarte
probabil "mpreun«; vom numi aceste grup«r.i Abl oc
- Améanaea modificarilor de articole, prin marcarea articolelor ca sterse si rescrierea periodica a
ntregului fisier (in loc de a sterge fizic fiecare articol) si colectarea articolelor care trebuie inserate, n
loc de a insera imediat si individual fiecare@oti

Un exemplu de adaptare la specificul memoriei externe este chiar modul in care un fisier este creat
sau extins pe mai multe sectoare neadiacente. In principiu se foloseste ideea listelor inlantuite, care
cresc prin alocarea si addugarea de noi elarlandista. Practic, nu se folosesc pointeri pentru legarea
sectoarelor disc neadiacente dar care fac parte din acelasi fisier; fiecare nume de fisier are asociata o
listd de sectoare disc care apartin fisierului respectiv (ca un vector de pointescefte sectoare).
Detaliile sunt mai complicate si depind de sistemul de operare.

Un alt exemplu de adaptare la specificul memoriei externe il constituie structurile arborescente:
dacé un sector disc ar contine mai multe noduri oarecareudirgrbore biar, atunci ar fi necesar un
numar mare de sectoare citite (si recitite) pentru a parcurge un arbore. Pentru exemplificare sa
consideram un arbore binar de cautare cu 4 noduri pe sector, in care ordinea de adaugare a cheilor a
condus la urmatorul continat sectoarelor disc (humerotate 1,2,3,4) :

50, 30, 40,20 70, 80,35,85 60,55, 35,25 65,75,

Pentru cautarea valorii 68 Tn acest arbore ar fi necesara citirea urmatoarelor sectoare, in aceasta
ordine:

1 (rddacina 50), &zompara cu 70), 3 (compara cu 60), 4 (compara cu 65)

Solutia gésita a fost o structura arborescenta mai potrivitd pentru discuri, Tn care un sector (sau mai
multe) contine un nod de arbore, iar arborele nu este binar pentru a reduce numarul dei noduri s
Tnéltimea arborelui; acesti arbori se numesc arbori B.

Structurile de date din memoria RAM care folosesc pointeri vor fi salvate pe disc sub o alta forma,
far« pointeri:; operatia se numeus daroregdé exdihg, ser i al i z
va face prin traversarea arborelui de la radacina catre frunze (in preordine, de obicei), astfel ca sa fie
posibild reconstituirea legaturilor dintre noduri la o Tncarcare ulterioard a datelor in memorie.

Serializarea datelor dintr foaie de calg | (Aspreadsheetdo) se va face
(linie,coloana) si continutul celulelor, desi in memorie foaia de calcul se reprezintd ca o matrice de
pointeri cétre continutul celulelor.

De multe ori datele memorate permanent pe suport eateum volum foarte mare ceea ce face
imposibila memorarea lor simultand Tn memoria RAM. Acest fapt are consecinte asupra algoritmilor
de sortare externa si asupra modalitatilor de c@utare rapida in date pe suport extern.
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Sistemele de operare actuale (Vindows si Linux) folosesc o memorie virtualda, mai mare decéat
memoria fizicA RAM, dar totusi limitatd. Memoria virtuala inseamna extinderea automata a memoriei
RAM pe disc (un fisier sau o partitie det iswapbo
mai mare decét timpul de acces la memoria fizica si poate conduce la degradarea performantelor unor
aplicatii cu structuri de date voluminoase, aparent pastrate Tn memoria RAM.

10.2SORTARE EXTERNA

Sortarea externd, adica sortarea unor fisiere oaae nu incap in memoria RAM sau Tn memoria
virtuala pusa la dispozitie de cétre sistemul gazda, este o sortare prin interclasare: se sorteaza intern
secvente de articole din fisier si se interclaseaza succesiv aceste secvente ordonate de articole.

Exista variante multiple ale sortarii externe prin interclasare care difera prin numarul, continutul si
modul de folosire al fisierelor, prin numarul fisierelor create.

O secvent« ordonat« de articole se nuwoeste si
sortare externd este crearea de monotonii. Un fisier poate contine o singurd monotonie sau mai multe
monotonii (pentru a reduce numarul fisierelor temporare). Interclasarea poate folosi numai doud
monot oway MBRgeod) sau umo nnoutno«nri ima(ifi noa rte wdaey mer g
pas se reduce numarul de monotonii, dar creste lungimea fiecarei monotonii (fisierul ordonat contine
0 singurd monotonie).

Crearea monotoniilor se poate face prin citirea unui numar de articole succesive wihifitial,
sortarea lor (prin metoda quicksort) si scrierea secventei ordonate ca o monotonie n fisierul de iesire.
Pentru exemplificare s& consideram un fisier ce contine articole cu urmétoarele chei (in aceasta
ordine):

7,6,4,8,35

Sa cansideram ca se foloseste un buffer de doué articole (in practica sunt zeci, sute sau mii de

articole intro zona tampon). Procesul de creare a monotoniilor:

Input Buffer Output
7,6,4,8,3,5 7,6 6,7
4,8,3,5 4.8 6,714,8
3,5 3,5 6,7]14,8]3,5

Crearea unor monotonii mai lungi (cu aceeasi zona tampon) se poate face prin metoda selectiei cu
nlocuire (fireplacement selectiond) astfel
- Se alege din Hter articolul cu cea mai mica cheie care este mai mare decat cheia ultimului articol
scris in fisier.
- Daca nu mai exista o astfel de cheie atunci se termind o monotonie si incepe o alta cu cheia minima
din buffer.
- Se scrie in fisierul de iesire aiul cu cheia minima si se citeste urmatorul articol din fisierul de
intrare.
Pentru exemplul anterior, metoda va crea doud monotonii mai lungi:

Input Buffer Output
7,6,4,8,3,5 7,6 6
4,8,3,5 7,4 6,7
8,3,5 4,8 6,7,8
3,5 4,3 6,783
5 4,5 6,7,8|3,4
- 5 6,7,83,4,5

Pertru reducerea timpului de sortare se folosesc zone buffer cat mai mari, atat la citire cat si pentru
scriere in fisiere. In loc s se citeasca céate un articol din fiecare monotonie, se va citi cate un grup de
articole din fiecare monotonie, ceea ce va cedoumarul operatiilor de citire de pe disc (din fisiere
diferite, deci cu deplasarea capetelor de acces intre piste disc).
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Detaliile acestui proces pot fi destul de complexe, pentru a obtine performante cat mai bune.
10.3INDEXAREA DATELOR

Datele cetrebuie memorate permanent se pastreaza in fisiere si baze de date. O baza de date
reuneste mai multe fisiere necesare unei aplicatii, impreund cu metadate ce descriu formatul datelor
(tipul si lungimea fiecarui camp) si cu fisiere index folosite pentaesul rapid la datele aplicatiei,
dupa diferite chei.

Modelul principal utilizat pentru baze de date este modelul relational, care grupeazad datele n
tabele, legaturile dintre tabele fiind realizate prmtroloand comuna si nu prin adrese disc. Rigatii
dintre tabele pot fi d e -td-comr enta,-toiMadmae 0, tofimalrnyad )n. s a L
In cadrul modelului relational existd o diversitate de solutii de organizare fizicd a datelor, care sa
asigure un timp bun de interogare (de regasitgd diverse criterii, dar si modificarea datelor, fara
degradarea performantelor la cautare.

Cea mai simpla organizare fizica a unei baze de date ( in dBASE si FoxPro) face din fiecare tabel
este un fisier secvential, cu articole de lungime fixa, @i acces rapid se folosesc fisiere index.
Metadatele ce descriu fiecare tabel (numele, tipul, lungimea si alte atribute ale coloanelor din tabel) se
afla chiar la inceputul fisierului care contine si datele din tabel. Printre aceste metadate séapmate af
numele fisierului index asociat fiecérei coloane din tabel (daca a fost creat un fisier index pentru acea
coloand).

Organizarea datelor pe disc pentru reducerea timpului de cautare este si mai importantd decat
pentru colectii de date din memoriatdma, datoritd timpului mare de acces la discuri (fatd de
memoria RAM) si a volumului mare de date. In principiu existd doud metode de acces rapid dupéd o
cheie (dupa continut):

-Cal cul ul unei adrese “"n functie de chei e, ca | a
- Creareasi mentinerea unui tabel index, care reuneste cheile si adresele articolelor din fisierul de
date indexat.

Prima metoda poate asigura cel mai bun timp de regasire, dar numai pentru o singura cheie si fara
a mentine ordinea cdashd)r (la fel ca |l a tabele 0

Atunci cand este necesard cautarea dupa chei diferite (campuri de articole) si cand se cere o
imagine ordonata dupa o anumita cheie a fisierului principal se folosesc tabele index, cate unul pentru
fiecare camp cheie (cheie de cautare si/sau dmard). Aceste tabele index sunt realizate de obicei
ca fisiere separate de fisierul principal, ordonate dupa chei.

Un index contine perechi cheted r e s « unde Aadres«0 este adres
articolului ce contine cheia. Ordinea cloeitlin index este in general alta decét ordinea articolelor din
fisierul indexat; n fisierul principal ordinea este cea in care au fost addugate articolele la fisier (mereu
la sfarsit de fisier), iar in index este ordinea valorilor cheilor.

Id  Adr Id Nume Marca Pret
20 50 | aaaaa AAA 100

30 20 | dddd DDD 450

50 90 | vwvwv VVV 130

70 30 | cccc CCC 200

90 70 | bbbb BBB 330

Fisierul index este intotdeauna mai mic decéat fisierul indexat, deoarece contine doar un singur
camp din fiecee articol al fisierului principal. Timpul de cautare va fi deci mai mic n fisierul index
decét in fisierul principal, chiar daca indexul nu este ordonat sau este organizat secvential. De obicei
fisierul index este ordonat si este organizat astfel caiséitd reducerea timpului de cautare, dar si a
timpului necesar actualizarii indexului, la modificari n fisierul principal.
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Il ndexul dat ca exemplu este un index Adenso, ¢
fisierul i ndaxat .cuUmmaiindex ifnfre articole decot n
cand fisierul principal este ordonat dupéa cheia continuté de index (situatia cand fisierul principal este
relativ stabil, cu putine si rare modificari de articole).

Oriceacces a f i si erul princiopal se face prin inter me
permite o imagine ordonata a fisierului principal (de exemplu, afisarea articolelor fisierului principal
n ordinea din fisierul index).

Mai mult, fisierele indexp e r mi t selectarea rapid« de col oane
(Aviewso) diferite asupra unor fisiere fizice,; ¢
orice ordine, folosind fisierele index. Astfel se creeaz& aparenta unorsieoe fiderivate din cele
existente, fara crearea lor efectiva ca fisiere fizice.

Un index dens este de fapt un dictionar in care valorile asociate cheilor sunt adresele articolelor cu
cheile respective in fisierul indexat, dar un dictionar memorat peportsextern. De aceea, solutiile
de implementare eficienta a dictionarelor ordonate au fost adaptate pentru fisiere index: arbori binari
de c«utare echilibrati ("n diferite variante, i n

Adaptarea la suport extern inseamn@fincipal cad un nod din arbore (sau din listd) nu contine o
singura cheie ci un grup de chei. Mai exact, fiecare nod contine un vector de chei de capacitate fixa,
care poate fi completat mai mult sau mai putin. La depasirea capacitétii unui nod se wneeaza
nod.

Cea mai folosita solutie pentru fisiere index o constituie arborii B, in diferite variante (B+, B*).

10.4 ARBORI B

Un arbore B este un arbore de cautare multicai echilibrat, adaptat memoriilor externe cu acces
direct. Un arbore B de ordiho are urméatoarele proprietéati:
- Radéacina fie nu are succesori, fie are cel putin doi succesori.
- Fiecare nod interior (altele decat radacina si frunzele) au ntre n/2 si n succesori.
- Toate céile de la rddacina la frunze au aceeasi lungime.

Fiecae nod ocupa un articol disc (preferabil un multiplu de sectoare disc) si este citit integral n
memorie. Sunt posibile doua variante pentru nodurile unui arbore B:
- Nodurile interne contin doar chei si pointeri la alte noduri, iar datele asociate ifiebéresunt
memorate in frunze.
- Toate nodurile au aceeasi structurd, continand atat chei cat si date asociate cheilor.

Fiecare nod (intern) contine o secventa de chei si adrese ale fiilor de forma urméatoare:

p[0], k[1], p[1], k[2], p[2].....k[m], pm] ~ (n/2<=m <= n)

unde Kk[1]<k[2]<...k[m] sunt chei, iar p[0],p[1]...p[m] sunt legaturi catre nodurile fii (pseuailateri,
pentru ca sunt adrese de octet Tn cadrul unui fisier disc).

In practicad, un nod contine zeci sau sute de chei si adaesealtimea arborelui este foarte mica
(rareori peste 3). Pentru un arbore cu un milion de chei si maxim 100 de chei pe nod sunt necesare
numai 3 operatii de citire de pe disc pentru localizarea unei chei, dacé toate nodurile contin numarul
maxim de ch®: radacina are 100 de fii pe nivelul 1, iar fiecare nod de pe nivelul 1 are 100 de fii pe
nivelul 2, care contin cate 100 de chei fiecare.

Toate cheile din subarborele cu adresa p[0] sunt mai mici decat k[1], toate cheile din subarborele
cu adresa p[m]unt mai mari decéat k[m], iar pentru orice 1<=i<n cheile din subarborele cu adresa pJi]
sunt mai mari sau egale cu k[i] si mai mici decat k[i+1].

Arborii B pot fi priviti ca o generalizare a arborilor34 si cunosc mai multe variante de
implementare:

- Date si in nodurile interioare (B) sau date numai in noduri de pe ultimul niyel (B
- Numarul minim de chei pe nod si strategia de spargere a nodurilor (respectiv de contopire noduri cu
acelasi parinte): n/2 sau 2n/3 sau 3n/4.

Exemplu de arbore B dedinul 4 ( asteriscurile reprezintd adrese de blocuri disc):
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I
*10*12* *22*28*34*

468 10 12146 18 20 222426 283032 343638

In desenul anterior nu apar si datele asociate cheilor.

Arborii B au doud utilizari principale:
- Pentru dictionare cu numar foarte mare de chei, care nu pot fi pastrate integral in meékbria R
- Pentru fisiere index asociate unor fisiere foarte mari (din baze de date), caz in care datele asociate
cheilor sunt adrese disc din fisierul mare indexat.

Cu céat ordinul unui arbore B (numéarul maxim de succesori la fiecare nod) este mai maé¢, cu at
este mai mica inaltimea arborelui si deci timpul mediu de cautare.

Cautarea unei chei date wotn arbore B seaména cu cautareatntarbore binar de cautare BST,
dar arborele este multicéi si are nodurile pe disc si nu in memorie.

Nodul radacind neste neaparat primul articol din fisierul arbore B din cel putin doua motive:
- Primul bloc (sau primele blocuri, functie de dimensiunea lor) contin informatii despre structura
fisierului (metadate): dimensiune bloc, adresa bloc radacind, numarul ultinhot folosit din fisier,
dimensiune chei, numar maxim de chei pe bloc, s.a.
- Blocul radacina se poate modifica Tn urma cresterii inaltimii arborelui, consecinta a unui numar mai
mare de articole adaugate la fisier.

Fiecare bloc disc trebuie s& cadtila Tnceput informatii cum ar fi numarul de chei pe bloc si
(eventual) dacé este un nod interior sau un nod frunza.

Insertia unei chei intun arbore B incepe prin cautarea blocului de care apartine noua cheie si pot
apare doua situatii:
- mai este loén blocul respectiv, cheia se adauga si nu se fac alte modificari;
- nu mai este loc in bloc, se sparge blocul in doud, mutand jumatate din chei in noul bloc alocat si se
introduce o noud cheie in nodul péarinte (dacd mai este loc). Acest proces de aperdr noi noduri
se poate propaga in sus pana la radacind, cu cresterea inaltimii arborelui B. Exemplu de adaugare a
cheii 23 la arborele anterior:

*18* 28 *
I I I

| | |
*10*12* x22%24 % *34 %38 *

I | | I | | | | |
468 10 121416 1820 2223 2426 283032 34388

Propagarea in sus pe arbore a unor modificari de blocuri inseamna recitirea unor blocuri disc, deci
revenirea la noduri examinate anterior. O solutie mai buna este anticiparea umplerii unor blocuri: la
addugarea unei chei Tnin bloc se verificAac « bl ocul este plin si se HAsp

Eliminarea unei chei dirtun arbore B poate antrena comasari de noduri daca raman prea putine
chei intrun nod (mai putin de jumatate din capacitatea nodului).

Vom ilustra evolutia unui arbore &1 maxim 4 chei si 5 legaturi pe nod ( un arbo®f2dar pe
suport extern) la adaugarea unor chei din doué caractere cu valori succesive: 01, 02, ...09, 10, 11,..,19
prin cateva cadre din filmul acestei evolutii. Toate nodurile contin chei si daseticaiul O din fisier
contine metadat e; pri mul articol cu date este 1
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al=[01,- ,- -] —[01,02,- ,-] — [01,02,03,-] — [01,02,03,04] — (split)
a3=[03,- - -] a3=[03,- ,- ,-]
->...> — (split)
al=[01,02,- ,-] a2=[04,05,- ,-] al=[01,02,- -] a2=[04,05,06,07]
a3=]0 06 -
->... >
al=[01,02,- ,- a2=[04,05,- ,- ] a4=[07,08,- ,-]
a3= 06 09,
->...>
al=[01,02,- -] a2=[04,05,- ,-] a4= [0708- -] a5=[10,11,- ,- a6=[13,14,15,16]
a9=[09,- .- ,-]
a3=[03,06,- ,- a8=[12,15,- ,-

A —

al=[01,02,- ,- ] a2=[04,05,- ,- ] a4=[07,08,- -] a5=[10,11,- -] a6=[13,14,- -] a7=[16,17,- ,- ]

Secventa de chei ordonate este cea mai rea situatie pentru un arbore B, deoarece raméan articole
numai pe jumétate completate (cu cate 2 chei), dar arogleatru ca ea conduce repede la noduri

pline si care trebui e s madurt Gearediuny nod rnowse face anereui | a
la sfarsitul fisierului (in primul loc liber) pentru a nu muta date dintrnod n altul (pentru

minimizarea operatiilor cu discul).
Urmeazé&cateva functii pentru operatii cu arb@r si structurile de date fosite de aceste functii:

/l elemente memorate Tn nodurile arborelui B

typedef struct { /I o pereche cheie- date asociate

char key[KMax]; /I cheie (un sir de caractere)

char data[DMax]; // date (un sir de car de lungime max. DMax)
} Item;

/I structura unui nod de arbore B (un articol din fisier, inclusiv primul articol)
typedef struct {

int count; /I Numar de chei dintr-un nod

Item keys[MaxKeys]; /I Chei si date dintr-un nod

int link[MaxKeys+1]; /I Legaturi la noduri fii (int sau long)
} BTNode;

// zona de lucru comuna functiilor
typedef struct {

FILE * file; /I Fisierul ce contine arborele B

char fmode; /I Mod de utilizare fisier ('r' sau 'w")

int size; /I Numar de octeti pe nod

int items; // Numar total de chei in arbore

int root; // Numar bloc cu radacina arborelui

int nodes; // Numar de noduri din arborele B

BTNode node; /I aici se memoreaza un nod (nodul curent)
} Btree;

In aceastd variantdiarn nod nu alterneaz« chei si | eg«turi
I

vector de |l eg«turi (Al'inko) . link[i] este

adr es

-

C
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iar link[i+1] este adresa nodului cu cheainmari decét keys[i]. Pentru n chei sunt n+1 legaturi la
succesori. Prin fAadres« nododo se “"ntelege aici
fisierului).

Inaintea oricarei operatii este necesara deschiderea fisierului ce contine @ba@ela inchidere
se rescrie antetul (modificat, dacaws facut adaugari sau stergeri).

Cautarea unei chei date Tn arborele B se face cu functia urmatoare:

/I cauta cheia "key" si pune elementul care o contine in "item"
int retrieve(Btree & bt, char* key, Item & item) {

int rec=bt.root; /I adresa articol cu nod radacina (extras din antet)
int idx; /I indice cheie
int found=0; /I 1 daca cheie gasita in arbore
while ((rec !'= NilPtr) && (! found)) {
fseek( bt.file, rec*bt.size,0); // pozitionare pe articol ul CuU nun
fread( & bt.node, bt.size,1,bt.file); / / ci tire articol in campul inod:
if (search( bt, key, idx)) { /'l daca fAkeyd este in nodul cur e
found = 1;
item = bt.node.keys[idx]; ! cheie+date transmise prin arg.
}
else /I daca nu este in nodul curent
rec = bt.node.link[idx + 1]; ! cauta in subarborele cu rad. |
}
return found;
}
Functia de cdutare a unei cheifatrnod :
/I cauta cheia "key" in nodul curent si pune in "idx" indicele din nod
/I unde s-a gasit (rezultat 1) sau unde poate fi cautata (rezultat 0)
/I "idx" este -1 daca "key" este mai mica decat prima cheie din bloc
int search( Btree & bt, KeyT key, int & idx) {
int found=0;
if (strcmp(key, bt.node.keys[0].key) < 0)
idx = -1; /I chei mai mici decat prima cheie din nod
else { /I cautare secventiala in vectorul de chei
idx = bt.node.count - 1; // incepe cu ultima cheie din nod (maxima)
while ((strcmp(key, bt.node.keys[idx].key) < 0) && (idx > 0))
idx--; /l se opreste la prima cheie >= key
if (strcmp(key, bt.node.keys[idx].key) == 0)
found = true;
}
return found; // cheie negasita, dar mai mare ca keysJ[idx].key
}
Adaugarea unui nou element la un arbore B este realizatd de cateva functii:
-faddl temd adaug« un el ement dat |l a nodul <curent
-Afindd caut« nodul unde trebuie ad«ugmdnown el er
si raporteaza daca trebuie creat nod nou pe nivelul superior
-ispl it o s premazagrenodinou sirepdréazacheilor In mod egal intre cele douéd noduri
-fiinserto foloseste pe fifindd si, daca e nevoi e,
void insert(Btree & bt, Item item) {
int moveUp, newRight ; /l'initializated e A f i nd?o
Item newltem; /1 initializat de Afindo

/I cauta nodul ce trebuie sa contine "item"
find(bt, item, bt.root, moveUp, newltem, newRight);
if (moveUp) { /I daca e nevoie se creeaza un alt nod radacina
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bt.node.count = 1; /I cu o singura cheie
bt.node.keys[0] = newltem; // cheie si date asociate

bt.node.link[0] = bt.root; /I la stanga are vechiul nod radacina
bt.node.link[1] = newRight; / / | a dr eapta nodul creat
bt.nodes++; /I primul nod liber (articol)
bt.root = bt.nodes; /I devine nod radacina
fseek(bt.file, bt.nodes*bt.size, 0); /I si se scrie in fisier
fwrite(&bt.node, bt.size,1,bt.file);
}
bt.items++; /I creste numarul de elemente din arbore

/I determina nodul unde trebuie plasat "item": "moveUp" este 1 daca
/l "newltem" trebuie plasat in nodul parinte (datorita spargerii unui nod)
/I "moveUp" este 0 daca este loc in nodul gasit in subarb cu rad. "croot"

void find( Btree & bt, Item item, int croot, int & moveUp,ltem & newltem,int & newRight) {

}

int idx;
if (croot == NilPtr) { // daca arbore vid se creeaza alt nod
moveUp = true; newltem = item; newRight = NilPtr;
}
else { /I continua cautarea
fseek(bt.file, croot * bt.size, 0); // citire nod radacina
fread(&bt.node, bt.size,1,bt.file);
if (search(bt, item.key, idx))
error("Error: exista deja o cheie cu aceasta valoare");
/I cauta in nodul fiu
find(bt, item, bt.node.link[idx + 1], moveUp,newltem, newRight);
/I daca nod plin, plaseaza newltem mai sus in arbore
if (moveUp) {
fseek (bt.file, croot * bt.size, 0);
fread(&bt.node, bt.size,1,bt.file);
if ( bt.node.count < MaxKeys) {
moveUp = 0;
additem (newltem, newRight, bt.node, idx + 1);
fseek (bt.file, croot * bt.size, 0);
fwrite(&bt.node,bt.size,1,bt.file);

}
else {

moveUp = 1;

split(bt, newltem, newRight, croot, idx, newltem, newRight);
}

}
}

/I sparge blocul curent (din memorie) in alte 2 blocuri cu adrese in
/I croot si *newRight; "item" a produs umplerea nodului, "newltem"
/I se muta in nodul parinte

void split(Btree & bt, Item item, int right, int croot, int idx, Item & newltem, int & newRight) {

int j, median;

BTNode rNode; /I nod nou, creat la dreapta nodului croot

if (idx < MinKeys)
median = MinKeys;

else
median = MinKeys + 1;

fseek(bt.file, croot * bt.size, 0);

fread( &bt.node, bt.size,1, bt.file);

for (j = median; j < MaxKeys; j++) {

/I muta jumatate din elemente in rNode
rNode.keys[j - median] = bt.node.keys]j];
rNode.link[j - median + 1] = bt.node.link[j + 1];

i f

ndo
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}

rNode.count = MaxKeys - median;
bt.node.count = median; /I 'is then incremented by addltem
/I put Currentltem in place
if (idx < MinKeys)

addltem(item, right, bt.node, idx + 1);
else

addltem(item, right, rNode, idx - median + 1);
newltem = bt.node.keys[bt.node.count - 1];
rNode.link[0] = bt.node.link[bt.node.count];
bt.node.count--;
fseek(bt.file, croot*bt.size, 0);
fwrite(&bt.node, bt.size,1,bt.file);
bt.nodes++;
newRight = bt.nodes;
fseek(bt.file, newRight * bt.size, 0 );
fwrite( &rNode, bt.size,1,bt.file);

/I adauga "item" la nodul curent "node" in pozitia "idx"
/I prin deplasarea la dreapta a elementelor existente
void additem(Iltem item, int newRight, BTNode & node, int idx) {
intj;
for (j = node.count; j > idx; j--) {
node.keys][j] = node.keys[j - 1];
node.link[j + 1] = node.link[j];

node.keys[idx] = item;
node.link[idx + 1] = newRight;
node.count++;

}



Florian Moraru: Structuri de Date 17¢

Capitolul 11
PROGRAMAREA STRUCTUR ILOR DE DATE IN C++

11.1 AVANTAJELE LIMBAJULUI C++

Un limbaj cu clase permite un nivel de gealizare si de abstractizare care nu poate fi atingimtr
limbaj fara clase. In cazul structurilor de date generalizare ihseamna genericitate, adica posibilitatea
de a avea ca elemente componente ale structurilor de date (colectiilor) date de anclkidig,alte
structuri de date.

Clasele abstracte permit implementarea conceptului de tip abstract de date, iar derivarea permite
evidentierea legaturilor dintre diferite structuri de date. Astfel, un arbore binar de cautare devine o
claséd derivata din aka arbore binar, cu care foloseste in comun o serie de metode (operatii care nu
depind de ordinea valorilor din noduri, cum ar fi afisarea arborelui), dar fatd de care poseda metode
proprii (operatii specifice, cum ar fi addugarea de noi noduri sau eawaei valori date).

Din punct de vedere pragmatic, metodele C++ au mai putine argumente decat functiile C pentru
aceleasi operatii, iar aceste argumente nu sunt de obicei modificate Tn functii. Totusi, principalul
avantaj al unui limbaj cu clase este ipddgatea utilizarii unor biblioteci de clase pentru colectii
generice, ceea ce simplificd programarea anumitor aplicatii si inlocuirea unei implementéri cu o alta
implementare pentru acelasi tip abstract de date.

Structurile de date se preteazad foarteebla definirea de clase, deoarece reunesc variabile de
diverse tipuri si operatii (functii) asupra acestor variabile (structuri). Nu este intamplator c& singura
biblioteca de clase acceptaté de standardul C++ contine practic numai clase pentru srdateri d
( STL = Standard Template Library).

Programul urmétor creeaza si afiseaza un dictionar ordonat pentru problema frecventei cuvintelor,

folosind clasele Amapo, Aiteratoro si #Astringo d
#include <iostream> /I definitii clase de intrare-iesire
#include <string> /'l definitia cl asei Astringo
#include <map> /'l definitia clasei Amapo
#include <iterator> /'l definitia classei Aiteratoro
using namespace std; /I spatiu de nume ptr clasele standard
int main () {
map<string,int> dic; ! dictionar cu chei Astringo si vV a
string cuv; /I aici se citeste un cuvant
map<string,int>::iterator it; /I un iterator pe dictionar
while (cin >> cuv) /I citeste cuvant de la tastatura
dic[cuv]++; /I actualizare dictionar
for (it=dic.begin(); it !=dic.end(); it++) // parcurge dictionar cu iterator
cout << (*it).first <<":" << (*it).second << end]l; /I si afisare elemente
}

Programul anterior este compact, usor de citit (dupa o familiaraaasele STL) si eficient,
pentru ca dictionarul este implementat ca un arbore binar cu autoechilibrare, de Tnaltime minima.

Faptul cd se folosesc aceleasi clase standard in toate programele C++ asigurd acestora un aspect
uniform, ceea ce faciliteazd mai mult intelegerea lor rapidad si modificarea lor faré introducere de
erori. Programele C sunt mult mai diverse datoritd multiplelor posibilitati de codificare si de asigurare
a genericitatii, precum si absentei unor biblioteci standard de functiiupepératii cu structuri de
date uzuale.

Pe de alta parte, biblioteca STL (ca si biblioteca de clase colectie Java ) nu contine toate structurile
de date, ci humai pe cele mai importante. De aceea, programatorii trebuie sd poatd defini noi clase
sablon Trcare séa foloseasca facilitatile oferite de STL
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Clasele STL sunt definite independent unele de altele, fard a pune in evidenta relatiile existente
ntre ele. Tehnici specifice programarii orientate pe obiecte, cum sunt derivarea si mostenirea nu sunt
folosite Tn definirea acestor clase. In schimb, apar functii polimorfice, cu aceeasi formd dar cu
implementare diferitd n clase diferite (metode comune claselor container STL).

Clase pentru structuri de date generice se pot realiza in C++ (si Tn Java)l slealfit prin clase
sablon (Atempl ateod), solutie folosit« “n multe
pentru ca permite definirea unor familii de clase nrudite, folosind derivarea si mostenirea. Exista si
biblioteci de clase pentru stwri de date bazate pe aceasta solutie (CLASSLIB din Borland C 3.1),
dar nici una care s se bucure de o recunoastere atat de larga ca biblioteca STL.

Aceasta solutie de definire a unor clase C++ pentru colectii generice seamana cu utilizarea de
pointerigenerici (void*) tn limbajul C.

Ideea este ca toate clasele colectie s& contind ca elemente pointeri la obiecte de un tip abstract,

foarte gener al (Aobjectodo), iar clasele care gene
din clasa. iDbpe toate clasele folosite "~ n astfe
indirectdintro cl as« de baz« Aobjecto, aflat« | a r«d«ci
Un pointer | a tipul #AnAobjecto pompeafFitipubouif
deci CuU un pointer |l a o clas« derivat« din fAobj
Pentru a memora date de un tip primitiv (numere, de exempled ttfel de colectie, va trebui sa

dispunem (sau séd definimack e cu ast f el de date si care sunt d

In containerele STL se pot introduce atat valori cat si pointeri, ceea ce permite in final si
containere cu obiecte de diferite tipuri inrudite (derivate unele din altele).

11.2CLASE SI OBIECTE IN C++

Clasele C++ reprezintd o extindere a tipurilor structurd, prin includerea de functii ca membri ai
clasei, alaturi de variabilele membre ale clasei. Functiile, numite si metode ale clasei, realizeaza
operatii asupra datelor clasei, utile Tniegii.

O clasa ce corespunde unei structuri de date grupeaza impreuna variabilele ce definesc colectia si

operatiile asociate, specifice fiec«rui tip de ¢
vector si un intreg (indice varfstivdar ca met ode functii pentru puner
scoaterea valorii din voOr ful stivei (Apopod) si a

De obicei datele unei clase nu sunt direct accesibile pentru functii din afara clasei avand atributul
Aprivateo (i m&qedsibile numai prin etermeditl imetodelor publice ale clasei. Aceste
met ode formeaz« fAinterfatado cl asei cu exteriorul
de numere intregi:

class Stiva {
private:
int s[100]; // vector cu dimensiune fixa ca stiva
int sp; /I prima adresa libera din stiva
public: /I urmeaza metodele clasei
Stiva() { sp=0;} /I un constructor pentru obiectele clasei
void push (int x) { s[sp++] =x;} [/l pune X in aceasta stiva
int pop () { return s[--sp]; } /I scoate valoarea din varful stivei
int empty() { return sp==0;} // daca stiva este goala
h /I aici se termina definitia clasei

Orice claséa are unul sau mai multi constructori pentru obiectele clasei, sub forma unor functii fara
nici untip si cu numele clasei. Constructorul alocd memorie (daca sunt date alocate dinamic in clasé) si
initializeaza variabilele clasei. Exemplu de clasa pentru o stivA cu vector alocat dinamic si cu doi
constructori:

class Stiva {
private:
int *s; // vector alocat dinamic ca stiva



Florian Moraru: Structuri de Date 181

int sp; /I prima adresa libera din stiva
public: /I urmeaza metodele clasei

Stiva(int n) { /I un constructor pentru obiectele clasei
s= new int[n]; /I aloca memorie ptr n intregi
sp=0; /I initializare varf stiva

}

Stiva () {
s= new int[100];
sp=0;

}

/I metodele clasei

O functie constructor este apelatd automat in doua situatii:
- La declararea unei variabile de un tip clasé, insotitd de paranteze cueargyrentru functia
constructor. Exemplu:

Stiva a(20); // a este o stiva cu maxim 20 de elemente

- La alocarea de memorie pentru un obiect cu operatewl dar nu s cu functi e
poate fi urmat de paranteze si de argumente pentru canstienemple:

Stiva * ps = new Stiva(20);
Stiva a = * new Stiva(20);

Ambele moduri de initializare sunt posibile ih C++ si pentru variabile de un tip primitiv (tipuri ale
limbajului C). Exemple:

int x = *new int(7);
int x(7); /I echivalent cu int x=7

In C++ functiile pot avea si argumente cu valori implicite (ultimele argumente); daca la apel
lipseste argumentul efectiv corespunzator, atunci se foloseste implicit valoarea declaratad cu argumentul
formal corespunzator. Aceasta pracsedfoloseste si pentru constructori (si pentru metode). Exemplu:

class Stiva {

private:
int *s, sp; /I datele clasei
public: /I metodele clasei
Stiva(int n=100) { /I constructor cu argument cu valoare implicita
s = new [n]; /I aloca memorie
sp=0;
}
|3

O clasa este un tip de date, iar numele clasei poate fi folosit pentru a declara variabile, pointeri si
functii cu rezultat de tip clasa (la fel ca si la tipuri structuri). O variabila de un tip clasfreste si
obiect. Sintaxa apelarii metodelor unei clase C++ diferd de sintaxa apelarii functiilor C si exprima
actiuni de forma fiapel eaz« metoda push pentru ob

#include #fAstiva. ho
void main () {

Stiva a; int x; /I a este un obiect de tip Stiva
while (cin >> x) /I citeste in x numere de la stdin
a.push(x); /I si le pune in stiva a

c o ut \n<Contifiut stiva:\n o ;
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while (! a.empty()) /I cat timp stiva a nu este goala
cout << a. poféfiseazape gcraminumarul scos din stiva

Un alt exemplu este clasa urmatoare, pentru un graf reprezentatopmatirice de adiacente, cu
cateva operatii strict necesare in aplicatiile cu grafuri:

class graf {

char **a; /I adresa matrice de caractere (alocata dinamic)

int n; /I numar de noduri

public:

graf(int n) { /I un constructor
this->n=n; /I this->n este variabila clasei, n este argumentul
a = new char*[n+1]; /I aloca memorie pentru vectorul principal

for (int i=0;i<=n;i++) { // si pentru fiecare linie din matrice
a[i]= new char[n+1]; // pozitia 0 nu este folosita (nodurile sunt 1,2,...)
memset (a[i],0,n+1); /I initializare linie cu zerouri

}
}

int size() { return n;} /I dimensiune graf (numar de noduri)
int arc (int v, int w) { /Il daca exista arc de lav law

return a[v][w];

void addarc (intv, int w) { // adauga arcdelavlaw
a[v][w]=1;

void print() { /I afisare graf sub forma de matrice
for (int i=1;i<=n;i++) {
for (int j=1;] <=n;j++)
cout << (int)a[i][j] << " ";

cout << "\n";
}
}
|3
! utilizarea unui obi ect de tip fAgrafo
int main (){
intn, X, v;
cout << "nr noduri: *; cin >> n;
graf g(n); /I apelare constructor
while (cin >> x >>y) /I citeste perechi de noduri (arce)
g.addarc(x,y); /I adauga arc la graf
g.print();
Al te operatii cu grafuri pot fi incluse ca met
derivatafdisadagpot fi functii separate, cu un ar

pentru vizitarea unui graf in adancime si crearea unui vector de noduri, in ordinea DFS:

void dfs (graf g, int v, int t[]) { /I vizitare din v cu rezultat in t
static int k=0; /I k indica ordinea de vizitare
int n=g.size();
t[v]=++k; /I nodul v vizitat in pasul k
for (int w=1;w<=n;w++)
if (g.arc(v,w) && t[w]==0) /I daca w este succesor nevizitat
dfs (g,w,t); /I continua vizitare din w
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Definirea metodelor unei clase se poate face si in afara clasei, dar ele trebuie declarate la definirea
clasei. De fapt, anumite metode (care contin cicluri, de ex.) chiar trebuie definite in afara clasei pentru
a nu primi mesaje de la comgiibr. In general definitia clasei este introdusa-antfisier antet (de tip
H), iar definitile metodelor sunt continute n fisiere de tip CPP sau sunt deja compilate si introduse n
biblioteci statice sau dinamice (LIB sau DLL in sisteme-WBdows).

Exemplu de clasé pentru obiecte folosite in extragerea cuvintelowdirsir, ca o solutie mai bund
dec®©t functia standard fAstrtoko:

/I fisier tokenizer.h
#include <string.h>
#include "stldef.h"
class tokenizer {

char* str; /I sir analizat

char* sep; // separatori de cuvinte

char *p; /I pozitie curenta in str

char token[256]; /I aici se depune cuvantul extras din str
public: /I metode publice ale clasei

tokenizer ( char* st, char* delim="") { // un constructor

str=st; sep=delim; p=str;

char* next(); /I urmatorul cuvant din sirul analizat
bool hasNext () ; // verifica daca mai exista cuvinte

¥

/I fisier tokenizer.cpp
/I daca mai sunt cuvinte in sirul analizat
bool tokenizer::hasNext(){
return *p !'= 0;
}
/I urmatorul cuvant
char* tokenizer::next() {
char * q = token;
while ( *p && strchr(sep,*p) '=0)
p++; // ignora separatori dintre cuvinte
while ( *p && strchr(sep,*p)==0)
*qQ++=*p++;
*q:O;
return token;

}

Numele bibliotecii de clase sawmele fisierului OBJ cu metodele clasei trebuie s& aparéd in
acelasi proiect cu numele fisierelor din aplicatia care le foloseste; exceptie face biblioteca standard
STL, in care editorul de legéaturi cauta implicit.

Exemplu de utiliaare a cl asei it okeni zer

#include <stdio.h>
void main () {
char line[256];
gets(line);
tokenizer tok (line);
while ( tok.hasNext())
puts (tok.next());

}

Clasa Atokenizero este util« “n aplicatii, dar
-ln I ocul *toi psuadluw ipeiclh@mrg« acest tip se poate fol
STL si recomandat pentru sirurile introduse in containere STL.
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- In locul unui constructor cu argument sirul analizat se poate defini un constructor fard argumente si

0 mebda care sé preia sirul analizat; in felul acesta nu am mai fi obligati sa declaram variabila de tip

Atokenizerdo dup« citirea | iniei anali zate. Acee

care capacitatea vectorului se poate specificarinscco r uct or sau se transmite f
Specificd limbajului C++ este supradefinirea operatorilor, care permite extinderea utilizarii

limbajului C si pentru operatii asupra obiectelor unei clase (in loc de a folosi functii pentru aceste

operati) . Ast fel, operatorul i>>0 aplicat obiectulu
standard de intrare (Aconsole inputo), iar oper
scrieri “n fisierul sttotdndard de iesire (ficonsol e

Un operator supradefinit in C++ este tot o functie dar cu un nume mai special, format din cuvantul
cheieoperatorsi unul sau doué caractere speciale, folosite Tnh limbajul C ca operator (unar sau binar).
Un operator poate fi definit in cateva moduri
- ca metoda a unei clase (operator declarat in cadrul clasei);
- ca functie externa clasei (daca datele clasei sunt publice sau public accesibile);
-ca functie extern« declarat« fAprietend @AiAfrien:t
datele fAprivateo ale cl asei

Exemplu de supradefinire a operatorului de incrementare prefixat-pnnatoda:

class counter {

int m; /I un contor intreg
public:
counter() { m=0;} /I constructor fara argumente
void operator++ ) {m++;} /' / met oda cu numel e Aoperator ++0
int val() { return m;} /I obtine valoare contor
|3
/I utilizare
void main () {
counter c; /I se apeleaza implicit constructor fara argumente
++c; /I echivalent cu: c.operator++()
cout << c.val() << endl; /I afisare valoare contor
}
Exemplu de supradefinire a operatorul ui << ca |

class counter {
int m;
public:
counter() { m=0;}
void operator++ () { m++;}
int& val() { return m;}
friend ostream & operator << (ostream & 0s, counter & c);

b

ostream & operator << (ostream & os, counter & c) {
0s << c.m; /I referire la date private ale clasei counter
return os;

}

Exemplu de supradefinire a operatorului << ca functie externa clasei si care el dextdarata n
claséa:

ostream & operator << (ostream & o0s, counter & c) {
return (os << c.val()) ;
}

Exemplu de supradefinire a operatorului de indexareointasé vector:






