TRANSFORMATA LAPLACE

e Functia original f : R — C, definitd pentru Yt >0, cu proprietatile:
» f integrabild pe orice compactsi f(t) =0 pentru t<0;
» existact. M >0 si ke R astfel incat |f(t)| <M e, pentru Yt >0 (se

numeste "restrictia de crestere”)
Asumptii generale pentru f : continud sau continua pe portiuni (humar finit de discontinuitati de prima
spetd) pentru t >0.
e Transformata Laplace (sau functia imagine) a unei functii original f este, prin definitie, functia

complexa:
F(s)=L(f(t))= j:e*st f (t)dt :Tlmj; e~ f (t)dt

OBS: 1) S se numeste domeniul de frecvents iar K(s,t) =€™* se numeste nucleul transformrii.
2) f (t) se numeste transformarea invers3 a lui F(s): f(t)=L"(F)

3) Se dem. c& functia imagine este olomorfi (analitici) in semiplanul Res > K.

T. de existenta si unicitate a T.L

Dacd f (t) continud pe portiuni pentru Vt >0 siexistdct. M >0 si K € R astfel incat |f(t)| <M -e",

pentru Vt >0 , atunci transformata Laplace L( f (t)) existd si este unica pentru orice S > K.

PROPRIETATI:

1. (liniaritatea) Dacd « , f € R si f,Q sunt doud functii original, atunci:
L(af +ﬂg) =alL(f)+pL(g)
2. (schimbarea de scald) Dacd @ >0si f (t) are transformata Laplace F(S), atunci:

L(f(at))=%F(Ej

a
3. (translatiein t)

Consideram functia “unitate” Heaviside:

0, t<a
u(t—-a)= (t = a poate fi l3sat caz nedefinit)
1, t>a



si o functie original f(t). Atunci functia f(t—a)-u(t—a) cu a>0 este f(t) translatatd cdtre

dreapta cu “a” unitdti.

Daca f(t) are  transformata  Laplace F(s), atunci functia  translatatd
- 0 ,t<a
f(t)=f(t—-a)-u(t—-a)= are transformata Laplace: e *F(s).
f(t—-a),t>a
Se retine:

Dacs L(f(t))=F(s),atunci L(f(t—a)-u(t—a))=e"F(s)
sau formainversa: f(t—a)-u(t—a)= Lfl(efaSF(S))

n practica, se poate folosi (pentru usurinta calculelor): L( f(t)-ut- a)) = efasL( f(t+ a))

4. (deplasare in s) Daci f(t) are transformata Laplace F(S), cu S >k, atunci functia e* f (t) are

transformata Laplace F(s—a),cu s—a>K:
L(e*f(t)=F(s-a)
sau forma inversa: e f (t) = L™ (F(s—a)).
5. (derivarea imaginii) Daca f (t) are transformata Laplace F(S)si ne N", atunci:

d"F
ds"

6. (derivarea originalului) Daca sunt indeplinite conditiile:

L(t"f(t))=(-D"

(1) Daca f(t)continud pentru Vt >0, satisface restrictia de crestere si f'(t) continud pe

portiuni pentru Vt>0;

(2) Daca f(t) si f'(t) sunt continue pentru Vt >0, satisfac restrictia de crestere si f"'(t)
continud pe portiuni pentru Vt >0

Atunci:
L(f')=s-L(f)-f(0) si
L(f")=s*-L(f)-s-f(0)- f'(0)

., Y sunt continue pentru Vt >0,

Forma generald: Daca sunt indeplinite conditiile: f (t), f'(t), ..
satisfac restrictia de crestere si f (m (t) continu& pe portiuni pentru Vt >0, atunci:

L(f™)=s"-L(f)—=s""f(0)—s"?f'(0)—....— F"2(0)



7. (integrarea originalului) Fie f(t)continud pe portiuni pentru Vt >0, care satisface restrictia

de crestere si are transformata Laplace F(S). Atunci, pentru $>0, s>k si t >0avem:
t 1
L(j f(r)dr) ~LE(s)
0 S

t a1
sau forma inversa: J.O f(r)dr=L (E F(S)j :

este functia original, cu transformata Laplace F, atunci:

L(@):F F (v)dv

S

8. (integrarea imaginii) daca

f(t)
t

REZOLVAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE ORDINARE
Formagenerald: y"+a-y' +b-y=r(t),cu y(0)=K, si y'(0)=K,,
unde: a,b sunt constante, r(t) este input-ul pentru un sistem mecanic sau electric si Yy(t) este
output-ul (raspunsul la input).
PAS 1: Atasam ecuatia algebrica (folosind proprietatea 6.) pentru transformata Y = L(y):
(s —s-y(0)—y'(0))+a(sY - y(0))+bY =R(s), unde R(s) = L(r)
Grupam dupd Y si obtinem: (82 +as+ b)Y = (S + a) y(0)+ y'(0) + R(s) (1)

1 1

PAS 2: Tnmultim ec.(1) cu FUNCTIA DE TRANSFER Q(S) = — = -
s“+as+b ( aj 1,

si obtinem

solutia ecuatiei (1): Y(s)= [(S + a) y(0) + y'(O)] Q(s)+R(s)-Q(s) .

PAS 3: Inversarea functiei Y pentru a obtine y = L™°(Y).

OBS. Functia de transfer Q nu depinde de r(t) sau de conditiile initiale, ci doar de coeficientii @ si b .



