Distributii si numere aleatoare

Variabile aleatoare

Variabilele aleatoare pot fi considerate ca fiind functii de la un domeniu oarecare catre multimea
numerelor reale. Denumirea de "aleatoare" se datoreaza faptului ca valoarea functiei este cunoscutd doar
DUPA realizarea unui experiment. Probabilitatea ca o variabili aleatoare X si ia o valoare mai micd decat
un numdr real x este functia de distributie cumulata. Aceasta se scrie F(x)=P(x<=X), pentru orice x real.
Proprietatile acestei functii sunt:

e daca x<=y atunci F(x)<=F(y).
*  F(-0)=0, F(+0)=1.
* F(x) este strict continua.

Daca a si b sunt doud numere reale a.i. a<b, atunci P(a<X<=b) probabilitatea ca X sa fie in intervalul (a,
b] este data de diferenta F(b) - F(a).

Variabilele aleatoare pot fi continue sau discrete. Corespunzator, functia de distributie cumulatd este
continud sau discreta.

In cazul variabilelor continue se defineste functia de densitate de probabilitate f(x) in felul urmtor: f(x) =
dF(x)/dx. Astfel se ajunge la concluzia ca probabilitatea ca o variabild aleatoare sa fie intr-un interval este
integrala functiei de densitate de probabilitate pe acel interval.

Pentru variabilele discrete se defineste similar functia de probabilitate de masa.

Distributia uniforma
O variabild aleatoare are o distributie uniformd daca poate lua echiprobabil orice valoare intr-un interval
(variabila este uniform distribuita in interval).

Daca a si b sunt capetele intervalului, atunci densitatea de probabilitate va fi 1/(b-a) pe intervalul (a, b) si
0 1n rest.

In cazul discret, in care variabila poate lua n valori, functia de probabilitate este 1/n pe intervalul (a, b) si
0 1n rest.

Valoarea medie a unei astfel de variabile este (a+b)/2.

Densitatea de probabilitate:
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Functia de distributie cumulata:
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Distributia exponentiala

O variabila continud X are distributie exponentiald de parametru A>0 dacd are functia de probabilitate de
forma F(x) = 1 - e (-A*x), x>=0. Prin derivare se obtine densitatea de probabilitate f(x) = L*e"(-A*x),
x>=(0. Se calculeaza valoarea medie a acestei variabile ca fiind 1/A.

Cea mai importantd proprietate a acestei distributii este lipsa de memorie. Daca interpretam x ca fiind
timpul, atunci faptul cd activitatea care respectd aceasta distributie a fost in desfagurare la un moment dat
nu influenteaza viitorul activitatii. Altfel spus nu conteaza cd activitatea a inceput mai demult, ea se
comportd ca si cum ar incepe ACUM. Aceasta este proprietatea Markov.

Densitatea de probabilitate:
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Distributia geometrica

Este echivalentul discret al distributiei exponentiale. Avem f(x) = P(x=X) = p*q*(x-1) unde p+q=1 si
x=1, 2, ... Variabila discretd poate fi consideratd ca index intr-o listd posibil infinitd de experimente
independente, unde p este probabilitatea de succes, iar q=1-p este probabilitatea de esec. Functia de
probabilitate este F(X) =1 - ¢”x. Media acestei ditributii este 1/p.



Distributia binomiala

O variabila X are o distributie binomiala de ordin n daca ia valorile 0, 1, ..., n cu probabilitatea P(x=k) =
(n/k)*(p"k)*(q"(n-k)), unde p+q=1. Urmatoarele doua distributii deriva din aceasta.

Distributia Poisson

O variabila care poate lua valorile 0, 1, 2, ..., are o distributie Poisson de parametru A daca P(X=k) = (A"k)
*(e™(-0\) / k!, k=0, 1, ... Media acestei distributii este A si ea reprezintd de cele mai multe ori in simulari
numarul mediu de sosiri 1n unitatea de timp.

Densitatea de probabilitate:
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Distributia normala (Gauss)

Provine din distributia binomiald pentru n mare, cand densitatea de probabilitate poate fi aproximata prin
f(x) = K * e"(-(x-m)*(x-m)/(2*S*S)), unde K = 1/(S*K") si K'*K'=2*n. Media acestei distributii este m,
iar abaterea medie patratica S.

Densitatea de probabilitate:
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Numere aleatoare

Motto: Un generator de numere aleatoare nu se alege aleator. (D. Knuth)

Cel mai important lucru de care trebuie tinut cont cand se vorbeste de generatoare de numere aleatoare
este faptul cd numerele generate NU sunt aleatoare!!! Deoarece se folosesc algoritmi deterministi, este
mai corect sa vorbim de numere pseudo-aleatoare.

Folosirea unor algoritmi deterministi are si o laturd pozitiva, deoarece se permite reluarea exact a
aceluiasi experiment de mai multe ori. Insd de obicei valorile generate trebuie sa fie diferite de la un
experiment la altul. Pentru a rezolva acest paradox, majoritatea generatoarelor au nevoie de o valoare de
start, numita "seed". Aceastd valoare initializeazd generatorul de numere aleatoare pentru a furniza un
anumit sir de valori. Pentru a obtine altd secventa de valori se foloseste alt seed; folosirea aceluiasi seed

asigurd reluarea aceleiasi secvente de numere aleatoare.

Un generator bun trebuie testat riguros, dar chiar si in aceste conditii se pot gasi aplicatii pentru care si nu
fie utilizabil. De aceea, pentru a verifica consistenta rezultatelor este bine sa se foloseasca cel putin doua
generatoare.

Pentru o folosire eficientd a unui generator, trebuie respectate citeva principii:
* Se initializeaza totdeauna generatorul inaintea folosirii.

* Se folosesc seed-uri cat mai aleatoare (de exemplu 2731774 si 10293082 par mai sigure decét 1
sau 4096 sau orice putere a lui 2).

* Doua seed-uri consecutive pot produce secvente corelate, deci nu se va folosi ca seed
identificatorul unui proces dintr-un grup de procese.

* Generatorul de numere aleatoare implicit trebuie privit cu rezerva.

* Se folosesc cel putin doua generatoare, care s se verifice reciproc.
Tipuri de generatoare

Generatorul liniar congruential (Linear Congruent
Generator — LCM)

Formula matematicd a sa este: X(n) = ( a * X(n-1) + ¢ ) mod m, unde X(0) este seed, a este
multiplicatorul, ¢ este constanta. Daca m se alege bine, acest generator are multiple avantaje: este stabil,
trece cu bine numeroase teste statistice, se calculeaza rapid, cere memorie putind, teoria care sta la baza
este bine inteleasa.

Generator bazat pe deplasare (Shift Register Generator)

Are formula X(n) = X(n-1)T, unde X e un vector binar de m biti, iar T o matrice mXm de valori binare,
aleasd astfel incat sa corespunda unei shift-ari a bitilor in X. Dacd Y = X(n-1) xor (X(n-1) >> s), atunci
Xm) =Y xor (Y << (m - s)). Avantaje: usurintd de implementare, vitezd foarte mare de calcul,
portabilitate, lucrul cu valori pe numar mare de biti, memorie putina.

Generator Fibonnacci cu intarziere

Se numeste asa deoarece numadrul aleator la pasul 1 se obtine folosind doua valori anterioare, oarecum
asemanator sirului lui Fibonnacci. Formula este:

X(i) = ( X(i-q) - X(i-p) ) mod M
unde M=1 daca se doresc numere reale in intervalul [0,1). Pentru a obtine o perioada maxima de repetitie

(2%p - 1)*2”(n-1) pentru intregi modulo 2”n sau pentru reali cu n biti la mantisa se folosesc urmatoarele
valori:
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Avantaje: este rapid, elimina dezavantajele LCM, are o perioada foarte mare. Este insd greu de gasit un
seed potrivit i cere multd memorie.

Generatorul Middle Square

Este un algoritm vechi, dar interesant. Metoda este urmatoarea:
Fie X(n-1) un numar de patru cifre ABCD. Se calculeaza numarul EFGHIJKL = (ABCD)*(ABCD).
Se alege X(n) ca fiind numarul de patru cifre GHIJ.

Algoritmul e rapid, cere putinda memorie, dar poate sa se "agate" la un moment dat, daca se obtine
valoarea 0.

Pentru a obtine un caracter si mai aleator se pot folosi combinatii de generatoare.



