PROIECTAREA LOGICA

Utilizarea diagramelor Karnaugh in minimizarea funcitiilor logice

Diagramele Karnaugh sunt reprezentiri grafice, simple ale functiilor si expresiilor logice.
Aceste diagrame permit o reprezentare convenabild a functiilor cu un numdr relativ mic de
variabile (5 - 6 variabile reprezintd o limitd rezonabild a metodei) si sunt mult utilizate in
calculul manual al formelor minimizate.

1. Introducere

Aceste diagrame unt foarte utile pentru generarea manuala a setului complet de implicanti de
primi ai unei functii scalare dar §i pentru determinarea acoperirii optime, in cazurile mai
simple. Diagramele Karnaugh sunt forme tabelare rectangulare, avand 2° celule (k fiind
numdrul de variabile al diagramei), in care fiecare celuld a diagramei este prin identificata
printr-o etichetd orizontald si una verticald. Etichetele sunt cuvinte ale codului binar reflectat
Gray.

Codul Gray cel mai simplu este cel cu un singur rang. Pentru acest cod sunt doar doua
cuvinte: 0 si 1. Codul Gray cu doud ranguri are patru cuvinte: 00, 01, 11 si 10.
Printre proprietdtile generice ale codului Gray, invariante cu numarul de ranguri, sunt de
retinut cateva remarcabile:
- Diferentierea unica intre doua cuvinte succesive. Doud cuvinte succesive ale codului
Gray se deosebesc prin cel mult un rang.
- Primul si ultimul cuvant de cod satisfac, deasemenea, aceasta proprietate. Acest fapt
confera ciclicitate codului Gray.
- Cuvintele codului Gray cu n ranguri se deduc din cuvintele codului Gray cu n-1
ranguri printr-o generare pseudo-simetricd.

Exemplul 1.1. Se considera codul Gray cu doua ranguri : 00, 01, 11, 10.
Generarea codului Gray cu trei ranguri se poate face astfel:
Cuvintele codului Gray cu doua ranguri sunt modificate prin adaugarea unui rang in
stdnga rangurilor existente iar valoarea acestui rang suplimentar este 0 pentru toate
cuvintele de cod:

000, 001, 011, 010 |
n continuare, se genereazé in dreapta barei verticale, pseudo-simetric celelalte cuvinte
de cod care vor avea valoarea 1 a rangului suplimentar introdus:

000, 001, 011,010 | 110, 111, 101, 100.
In concluzie, codul Gray cu trei ranguri are cuvintele de cod:
000, 001, 011, 010, 110, 111, 101, 100.

0

Doi mintermi (maxtermi) se spune cd sunt logic adiacenti atunci cand acestia diferd printr-o
singurd variabild.

Aceasta revine la a spune, in fapt, cd o variabila (u spre exemplu) apare intr-un minterm
asertata (u) iar 1n celdlalt complementata (u').

In diagramele Karnaugh, datoriti codului Gray, doui celule invecinate (in mod imediat ori
extins, prin exterior) atat pe verticala cat si pe orizontald difera prin paritatea unei singure
variabile.
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Dacéd vecinatatea este orizontald, atunci variabila care va avea paritate diferitd (in sensul ca,
apare la o celula asertatd in timp ce la cealaltd celuld apare complementatd) apartine codurilor
orizontale ale celulelor.

Similar pentru vecinatatea verticala. Doi astfel de mintermi se pot combina §i produc un
implicant (avand o variabild mai putin) in baza proprietatilor algebrelor Boole-ene.

Cu alte cuvinte, diagramele Karnaugh transformd adiacenta logica intr-o adiacentd sesizabild
vizual a mintermilor.

Aceastd trasaturd fundamentald este observabila atunci cand se traverseazd diagrama, pe
directie verticala (in lungul unei coloane) ori pe directie orizontala (de-a lungul unei linii).
Prin proprietatea aceasta se faciliteaza mult generarea implicantilor primi (maximali).
Generarea implicantilor primi, pentru un anumit minterm, are loc prin cuprinderea unui numar
de celule intr-o grupare materializatd printr-un contur (inchis ori prin extindere inchis) care
delimiteazd gruparea respectiva.

0 1
b 0 )o]0>
Tlals

(a) Doua variabile

ab
ab 00 01 11 10
00 01 11 10 00 0 i | 12 8
c 2 0 2 6 4 cd 2: 1 5| 13 9
1 3 7 5 3 71 15| 11
10 2 6 14 10
(b) Trei variabile (c) Patru variabile

abc abc
000 001 011 010 100 101 111 110
00 0 4 12 8 16 20 28 24
de 01 1 5 13 9 17 21 29 25
" 3 7 15 12 19 23 31 27
10 2 6 14 10 18 22 30 26

(d) Cinci variabile

abc abc
000 001 | 011 010 100 101 111 110
000 0 8| 24| 16 32| 40| 56| 48
def 001 1 9| 25| 7 33 | a1 57 | 49
011 3 11 27 | 19 35 | 43| 59| 51
010 2 10| 26| 18 34| 42| 58] 50
100 4| 12| 28] 20 36| 44| 60| 52
def 101 5] 13| 20| 21 37| 45| 61 53
m 7] 15| 31 23 30| 47| 63| 25
110 6| 14| 30| 22 38| 46| 62| 54

(e) Sase variabile

Figura 1.1. Diagramele Karnaugh cele mai utilizate.

Locatia unui minterm, in diagrama Karnaugh, are in imediata vecinatate locatiile mintermilor
potentiali adiacenti.
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In figura 1.1 sunt prezentate diagramele Karnaugh utilizate curent. Asa cum se poate remarca
din figura 1.1, celulele din diagramele Karnaugh sunt identificabile atat, prin indicii
coloanelor si liniilor, cat si prin valorile zecimale unice Inscrise in respectivele celule.

Celula din prima coloana (indice 0) si prima linie (indice 0) este etichetata in ordine 00 iar
celula din prima coloana si a doua linie (indice 1) este, similar, etichetata 01, spre exemplu, in
figura 1.1 (a).

Indicii liniilor si coloanelor sunt interpretati simbolic utilizaind corespondenta bijectivd care
asociazd, pozitional, variabila respectivd complementatd unei valori zero si respectiv asociaza
variabila respectiva asertatd unei valori unu.

Astfel, prima coloanad are eticheta a’ iar cea de-a doua coloana are eticheta literald, simbolicd,
a, spre exemplu, in figura 1.1 (a).

Similar, se poate remarca faptul cd prima linie este etichetata simbolic prin literalul ¢'d’, in
timp ce a doua linie are eticheta simbolicd c'd, in figura 1.1 (c) corespunzdtoare diagramei
Karnaugh pentru patru variabile.

Valoarea zecimala din interiorul celulelor este determinata prin vectorul ordonat al indicilor
de coloanda i respectiv linie.

Astfel, celula din ultima coloana si prima linie este unic identificabila numeric prin eticheta
obtinutd din combinatia 10 (simbolic ab"), in figura 1.1 (a). Similar, celula din prima coloana
si a doua linie, in figura 1.1 (a), este unic identificabild numeric prin eticheta 01 (simbolic
a'b), etc.

Acest procedeu este corespunzitor extensibil si pentru diagramele Karnaugh pentru trei sau
mai multe variabile. Celula din a prima coloana si doua linie a diagramei Karnaugh cu patru
variabile (figura 1.1 (¢)) este identificabila prin eticheta 0001 (simbolic a'bc'd), spre exemplu.

Etichetelor celulelor li se atageazd, in ordine ponderi. Aceste ponderi sunt, puteri in baza doi.
in cazul diagramei Karnaugh pentru doud variabile (din figura 1.1(a)), ponderile sunt 2", 2°,
spre exemplu. lar, in cazul diagramei pentru cinci variabile (figura 1.1 (d)) ponderile, sunt in
ordine 24, 23, 22, 21, 20, asociate variabilelor abcde, respectiv.

Aceste ponderi fac posibila asocierea unei valori zecimale unice fiecdrei celule. Pentru fiecare
diagrama, din figura 1.1, este inscrisa, in fiecare celuld, valoarea zecimala corespunzatoare.
Valorile zecimale inscrise in celulele diagramelor sunt identice cu indicii mintermilor
corespunzatori respectivelor celule. Aceasta asociere usureaza mult completarea corectd a
diagramelor Karnaugh.

Celula cu valoarea zecimala 47, spre exemplu, din diagrama figurii 1.1 (e) corespunde
mintermului m4; notat simbolic prin produsul variabilelor ab'cdef, avand respectiv codul
binar 101111.

Diagrama Karnaugh pentru functiile cu cinci variabile (figura 1.1(d)), a fost alcatuita din doud
diagrame de patru variabile fiecare, pentru simplitatea utilizarii In acest caz.

Diagrama din partea dreapta a figurii 1.1(d) corespunde atribuirii @ = 0 iar diagrama din
partea stangd corespunde atribuirii a = 1. Cele doud diagrame sunt intr-o relatie de adiacenta.
Acesta este motivul pentru care s-au utilizat doua diagrame pentru patru variabile chiar daca
sunt specificate cinci variabile.

Similar, in cazul diagramei Karnaugh pentru sase variabile, privite atent cele patru diagrame
pentru patru variabile fiecare sunt intr-o relatie de adiacentd asemandtoare celei dintr-o
diagramd Karnaugh pentru doud variabile (a si d).
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2. Reprezentarea functiilor scalare utilizand diagramele Karnaugh

ab
00 01 11 10
c 01 1
111

f(a, b, ¢)=my+ my+ my.

Figura 2.1. Reprezentarea printr-o
diagrama Karnaugh a unei funcfji
specificate prin mintermi.

Celulelor digramelor Karnaugh le sunt atribuite valori 0 sau 1 dupa cum sunt definite functiile
reprezentate.

Exemplul 2.1. Fie functia f (a, b, ¢) = mg + my + my.

O reprezentare utilizand o diagrama Karnaugh pentru trei variabile (a, b si ¢) va avea trei
unitati, corespunzatoare celor trei mintermi ai functiei, asa cum se poate vedea din figura
2.1. Celelalte celule se presupune, implicit, ca au valoarea 0. Din ratiuni de simplitate se
prefera doar evidentierea celulelor care au valoarea 1.

0

in mod uzual nu sunt reprezentate explicit valorile zero ale functiilor in diagramele Karnaugh.
Dar pentru o prezentare completa se aratd, in continuare, un exemplu in care o functie este
reprezentatd prin maxtermi (sunt semnificative, la aceasta reprezentare, valorile zero ale
respectivei functii.)

ab
00 01 11 10
00 0
cd 01| 0 0
11
10 0|0

g(a’blCld)=M1'M4‘M9~M1O.M14

Figura 2.2. Reprezentarea printr-o
diagrama Karnaugh a unei functii
specificata prin maxtermi.

Exemplul 2.2. Fie functia g(a, b, ¢, d) == My - My - My - Myo- My,

O reprezentare a acestei funciii utilizand o diagrama Karnaugh pentru patru variabile (a,
b, ¢ si d) va avea cinci celule initializate cu valoarea 0, tot atatea cati maxtermi sunt
utilizati in specificarea functiei (figura 2.2).

Celelalte celule se presupune, implicit ca avand valoarea 1. Tot din rafiuni de simplitate
se face doar marcarea celulelor pentru care functia are valoarea 0.

0

Atunci cand functiile sunt specificate prin sume de produse ne-canonice (implicanti oarecari)

se poate proceda in doua maniere:

(a) termenii necanonici sunt expandati in termeni canonici (mintermi) dupa care completarea
diagramei se face ca in exemplul 2.1, sau
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(b) diagrama Karnaugh este completatd prin considerarea ariilor corespunzdtoare termenilor
produse necanonice, asa cum se aratd in Exemplul 2.3.

ab
00 01 11 10
c 01 1
1 1

h(a, b,c)=ab’'+ b'c"

Figura 2.3. Reprezentarea printr-o
diagrama Karnaugh a unei functii
specificate prin implicanti necanonici.

Exemplul 2.3. Se considera funciia h(a, b, ¢) = ab'+ b'c’.

In continuare se va utiliza indicele zecimal pentru identificarea fiecarei celule din
diagrama Karnaugh (figura 1.1 (b)).

Variabila a corespunde multimii celulelor {4, 5, 6 si 7}. Se poate afirma, cu alte cuvinte,
toate celulele pentru care a=1.

Pentru b’ vor fi considerate celulele din multimea {0, 1, 4 si 5} (toate celulele unde b’ = 1).
Atunci, pentru produsul ab' va corespunde intersectiei celor doua muliimi specificate
anterior: {4, 5,6 si 7} n {4, 5,6 si 7} = {4 si 5}.

Similar, pentru produsul b'c’ se vor intersecta multimile de celule {0, 1, 4 si 5} $i {0, 2, 6 si
4} (cea de-a doua multime corespunde celulelor pentru care ¢’ =1). In consecintd, pentru
b'c’ se va utiliza multimea {0 si 4}. In final se reunesc (+) cele doud multimi de celule
determinate: {4 si 5} U {0 si 4} = {0, 4 si 5}. Functia va fi reprezentata prin doar trei
unitati, plasate in cele trei celule asa cum se poate vedea in figura 2.3.

¢

Ca o concluzie, fatd de exemplul 2.3, se poate afirma cd pentru o functie (cu n variabile)
descrisa, intre alti implicanti, printr-un implicant care are doar p variabile (p < n) atunci, se
vor initializa prin 1, in total 2" celule din respectiva diagrama Karnaugh.

Urmatorul exemplu abordeazd o problema similara dar in cazul unei functii specificate prin
implicati (termeni produs) necanonici.

ab
00 01 11 10
c O 0
1 0|0

j(a, b, c)=(a+b)(b'+c.

Figura 2.4. Reprezentarea printr-o
diagrama Karnaugh a unei functii
specificate prin implicati necanonici.

Exemplul 2.4. Se considera functia j(a, b, ¢) = (a + b")(b'+ ¢’).

Procedeul de reprezentare printr-o diagrama Karnaugh pentru produse de implicati
necanonici stabileste, pentru inceput celulele din diagrama in care functia are valori 0.
Astfel, pentru ca primul produs sa fie 0 trebuie ca atat a = 0 cat si ca b'= 0, cu alte cuvinte
a=0si b=1, ceea ce desemneaza a doua coloana din stdnga diagramei Karnaugh din
figura 2.4.
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Cel de-al doilea implicat b’ + ¢' = 0, conduce la concluzia b = 1 si ¢ = 1, ceea ce indica
intersectia dintre coloanele b = 1 si linia ¢ = 1 rezultdnd inca o celula initializata prin zero
(celula abc = 0).

Reprezentarea acestei funcitii printr-o diagrama Karnaugh corespunzatoare este infatisata
in figura 2.4.

¢

3. Minimizarea functiilor scalare reprezentate prin sume de produse

Minimizarea exactd a functiilor scalare reprezentate prin diagramele Karnaugh va urma
teorema Quine. Astfel, minimizarea are doud etape:

Calculul multimii tuturor implicantilor primi, si

Determinarea solutiilor corespunzédtoare multimii tuturor implicantilor.

Stabilirea implicantilor primi ai unei functii reprezentate printr-o diagrama Karnaugh este
mult facilitatd de proprietdtile de adiacentd geometrica ale acestei diagrame.

Pentru o mai clara intelegere a minimizarii functiilor logice combinationale scalare utilizand
diagramele Karnaugh se considerd un exemplu simplu.

Exemplul 3.1. Se considera functia h(u,v) = mg + my, + m;. Diagrama Karnaugh, generica,
pentru functii cu doua variabile este prezentata, pentru o simpla urmarire a procedeului,
in figura 3.1 (a) iar reprezentarea funciiei h este prezentata in figura 3.1(b).

"4
u u
0 1
v 0[o], vo1%ql/”
14, 1 1
(a) by —

Figura 3.1.
(a) Diagrama Karnaugh generica pentru
functii cu doua variabile.
(b) Reprezentarea functiei din exemplul
3.1 printr-o diagrama Karnaugh.

Diagrama generica are in fiecare din cele patru celule inscris un numar, corespunzator
indexului mintermului asociat respectivei celule. Astfel, deoarece functia h are ftrei
mintermi, s-au inscris, corespunzator, trei unitati pentru cei trei mintermi (figura 3.1(b)).

Cele doua contururi din figura 3.1(b) vin sa puncteze asocierile, in vederea minimizarii
functiei, dintre cei trei mintermi. Cei trei mintermi sunt my =u'v', m, = uv'si ms = uv.
Conform primului contur, cel orizontal, se scrie expresia: mg+m,-u'v' + uv'=( u'+ u)v'= v".

Similar, pentru cel de-al doilea contur, se scrie expresia: mz+ mo - uv + uv'=( v'+ v)u= u.
De remarca faptul ca unitatea corespunzatoare mintermului m, = uv’, a fost implicata in
doua contururi distincte datoritd proprietatii generale a + a = a.

Se poate concluziona asupra unei proprietati esentiale a diagramelor Karnaugh:

- O pereche de unitati adiacente cuprinse intr-un contur produc un implicant care are o
variabila mai putin.

- Variabilele care s-au pastrat au paritate constanta in conturul respectiv (adica, sunt
fie constant asertate, fie constant complementate).

Fiecare contur a determinat cate un implicant, respectiv p = v' si g = u. Se poate usor
constata faptul ca ambii implicanti sunt primi (functia are doar doua variabile).
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Tabelul incidentei implicantilor primi, pentru aceasta functie, arata astfel:

Tabelul 3.1

Mg M2 M3
P *  x e
q x % e

Se remarca, in tabelul 3.1, faptul ca atat p cat si g sunt implicanti primi esentiali
(mintermul my este acoperit in exclusivitate de implicantul prim p, iar mintermul m; este in
aceeasi relatie cu implicantul prim g). S-au scris cu caractere ingrosate unitatile care
desemneaza respectivul implicant prim ca fiind esential. Astfel, in dreptul intersectiei
dintre coloana my si linia p, unitatea respectiva este ingrosata, spre exemplu.

In coloana din extremitatea dreaptd a tabelului implicantilor primi s-a marcat prin
caracterul e, aceasta proprietate a implicantilor primi.

Rezulta, in final, aceasta expresie minimizata pentru functia considerata: h(u,v) = u + v".

0

Asa cum s-a putut vedea in exemplul 3.1 toate contururile desenate peste doud unitati vecine,
dintr-o diagrama Karnaugh pentru doud variabile, au produs doi implicanti primi, in acest
caz.

Obtinerea multimii tuturor implicantilor primi, dintr-o diagrama Karnaugh, se realizeaza prin
determinarea tuturor contururilor maxime, in diagrama respectivd, care pot fi atasate fiecarei
celule marcate (prin 1 ori prin 0, dupi cum s-a realizat reprezentarea). In exemplul 3.1 s-au
putut trasa doar doua contururi peste cele trei unitdti din diagrama.

Dupa cum s-a putut remarca, din figura 3.1(b), atunci cand doua unitd{i (invecinate) sunt
prinse Intr-un contur rezultd, in general, un implicant care are o variabild mai putin. Variabila
redusd corespunde variabilei care in respectivul contur, cu doua unitati, isi schimba paritatea
(adica, apare atat asertata cat si complementatd).

Un contur, in general, va genera un implicant care va pastra doar variabilele care au aceeasi
paritate de-alungul conturului respectiv.

Contururile, in general, pot include o unitate, doud unitati, patru unitati, 16 unitati, etc in
general o expresie de forma 2°.

Din ratiuni de natura pragmatica se recomanda sa se utilizeze diagramele Karnaugh pentru
functii al cdror numar de variabile # sa fie relativ mic, n < 8.

Exemplul urmator introduce utilizarea diagramei Karnaugh pentru minimizarea functiilor cu
trei variabile.

Exemplul 3.2. Se considera functia f (u, v, w) = my + my + mz + my + ms + mg.

in figura 3.2 (a) este prezentatd diagrama Karnaugh generica, pentru functiile cu trei
variabile.

Astfel, deoarece functia f este reprezentatd prin sase mintermi, s-au finscris,
corespunzator, sase unitafi pentru cei sase mintermi (figura 3.2(b)).

Contururile desenate in figura 3.2(b) epuizeaza toate posibilitatile de grupare de unitati,
doua cate doua, atasate fiecarei unitafj.

Cu alte cuvinte, s-au trasat prin fiecare unitate din diagrama toate contururile maximale
posibile.
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(a) (b)
Figura 3.2.

(a) Diagrama Karnaugh, generica, pentru functiile cu trei variabile.
(b) Diagrama Karnaugh pentru functia din exemplul 3.2.

Este introdus si un contur deosebit (pentru cele doua unitati aflate in extremitatile ultimei
linii). Acesta sugereaza cuprinderea celor doua unitati (corespunzatoare mintermilor m;
si ms) printr-un contur generalizat. Acest contur extins, generalizat (prin exteriorul
diagramei) este trasat in baza vecinatatii unitatilor respective (ciclicitatea codului Gray).
Implicantii generati prin aceste contururi sunt etichetati astfel:

n=my +Meg, p=Mg + My, q=M2 + M3, r=mq + M3, S=My +ms, t=my + ms.
Acesti implicanti au urmatoarele expresii algebrice:

n=vw,p=uw',q=uv,r=uw, s=uv,t=vw.

Multimea implicantilor generati este maxima. Nu mai exista alti implicanti, pentru aceasta
functie, in afarad de acestia (nu se mai pot genera alte contururi).

Toti implicantii generati sunt primi Tntrucat nu existd alti implicanti ori reuniuni de
implicanti care sa-i confina, asa cum se poate repede dovedi (contururile sunt fiecare, in
parte, maxime).

Tabelul 3.2 al incidentelor dintre implicantii primi si mintermii acestei functii arata astfel:

Tabelul 3.2
mqy M M3 Mg Ms Mg

n * *
p * * e
q *
r * e
S *
t * * €

Implicantul r este esential, deoarece acopera in exclusivitate mintermul m,, asa cum se
poate remarca in tabelul 3.2.

Similar, implicantul p este esential (acopera in exclusivitate mintermul m,), dupad cum si
implicantul t este esential (acopera in exclusivitate mintermul ms).

Acesti trei implicanti primi esentiali vor face parte din orice acoperire minimala
iredundanta a funcfiei f. In tabelul implicantilor s-au marcat implicantii primi esentiali prin
caracterul e plasat in stadnga tabelului, in dreptul liniilor respective.

Se aplica metoda lui Petrick tabelului cu implicanti primi.
Clauza care stabileste acoperirea primului minterm my, este r.
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In mod aseménator, se poate deduce clauza relativd la cel de-al doilea minterm mj.
Aceastaesten+ q +s.

Similar, clauza care stabileste acoperirea mintermului m;, este q + r + s, dupa cum
clauza care determina acoperirea mintermului mg este n +p +1t.

Clauza mintermului ms, este ¢, iar clauza mintermului m;, este p.

Produsul lui Patrick, al clauzelor de acoperire ale fiecarui minterm, arata astfel:

nn +q +s)(q +r+ s)pt(n+p+t) =1,
Se poate remarca:

ng+r+s)=r
si
H(n+p+t) = t,
ceea ce micsoreaza sensibil efortul de calcul Boole-an al produsului de sume, deoarece
raméne de calculat doar:

rn+q+s)pt=1,
rezultand in final:
nprt + pqrt + prst = 1.

In consecintd, pentru aceasta functie, sunt posibile trei acoperiri prime iredundante avand
aceeasi cardinalitate:

(a) flu, v, w) = vw'+ uw'+ u'w + v'w, (corespunzator termenului nprt);
(b) flu, v, w) =uw'+ u'v +u'w+ v'w, (corespunzator termenului pqrt);
(c) lu, v, w)=uw'+ uv'+ u'w + v'w, (corespunzator termenului prst).

Y

Exemplul care urmeaza vizeaza utilizarea, In continuare, a diagramei Karnaugh pentru trei
variabile si introduce alte contururi tipice pentru aceasta diagrama.

Exemplul 3.3. Patru functii Booleene f, g, h si j sunt definite dupa cum urmeaza:

f(u, v, w) =mg+mq+my+my+ mg+ mg,

gu, v, w)=mo+my+my+mz+my+my,

h(u, v, w)=mo+my+my+ms+my+ ms+ mg+ms,
j(U,V,W) =mi+tmy+my+ ms;.

Cele patru functii sunt reprezentate prin diagramele Karnaugh corespunzatoare din figura
3.3 (a), (b), (c) si respectiv (d).

Pentru functia f sunt desenate doua contururi, ambele cu cate patru unitati, asa cum se
poate remarca in figura 3.3 (a).
Primul contur, care cuprinde prima linie din diagrama, poate fi considerat ca fiind compus
din reuniunea (suma) a doua contururi vecine, adiacente logic, fiecare cu cate doua
unitati, de forma:

(Mo + mz) + (mMe + my) = (UW) + (uw') = W'

Se poate remarca faptul ca expresiile anterioare, u'w' si uw’, sunt adiacente logic (difera
printr-o singura variabila (u) care in prima expresie este complementata, in timp ce in cea
de-a doua este asertata).
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V' w' 1
A
uv uv
w oW 11 p1] w of[1[1]1]1
1 [ | 1 f1[1]1
(@) f(u, v, w) (c) h (u, v, w)
viw' u' w
uv uv
1110 00 01 11 10

w 0 1 1@ w 0 1) )
1 T[] 1] B 1 [(1) (1)

(b) g (u, v, w) (d)j(u, v, w)

Figura 3.3. Diagramele Karnaugh pentru funciiile f, g, h sij
din exemplul 3.3.

Acest fapt conduce la concluzia cd doua contururi distincte adiacente, cu cate doua
unitati fiecare se pot grupa sub un contur desenat peste cele patru unitati respective.
Conturul rezultat va produce un implicant care va avea doua variabile mai putin. Un astfel
de contur este, adesea, numit contur linie (ori coloana).

Similar, conturul care cuprinde, de asemenea, patru unitati format prin exteriorul
diagramei (contur extins) peste cele doua coloane din marginile diagramei, poate fi
considerat ca fiind alcatuit din reunirea a doua contururi adiacente care inchid fiecare
cate doua unitatj:

(Mo + my) + (Mg + ms) = (uV') + (uv) =v".

Contururile cu cate patru celule adiacente imediat ori prin extensie de forma celui descris
se numesc adesea careuri.

In concluzie, se poate observa c& un contur cu patru unititi va crea un implicant care
pastreaza doar doua variabile, acelea care au paritate constanta in conturul respectiv.

Se poate observa, pentru reprezentarea functiei f din figura 3.3.(a), ca nu exista alte
contururi, mai mari care sa includa (cuprinda) contururile existente si nici nu exista
contururi distincte de cele deja trasate.

Aceasta aratd, pe de-o parte, ca aceste contururi corespund unor implicanti primi (nu
exista alte contururi mai mari care sa le includa pe acestea). lar, pe de-altd parte, faptul
ca nu mai exista alte contururi distincte, afara de cele deja trasate, aratd completitudinea
multimii implicantilor primi desemnati de respectivele contururi.
In final, se poate realiza, cu usurintd, c& functia f (figura 3.3.(a)) are forma (sumé& de
produse) minimizata, unica:

flu, v, w) =w'+ V"

Functia g (figura 3.3.(b)) are un contur cu patru unita{i care poate fi privit ca fiind
reuniunea a doua contururi cuprinzand cate doua unitati, respectiv:

(Mo + my) + (M + m3) = (uw) + (U'w) = u".

Celelalte doua contururi sunt, fiecare, cu cate doua unitati:

10



PROIECTAREA LOGICA

(Mg + my) =v'w'
si respectiv
(m3 + m7) = vw.

Privitor la calitatea acestor implicanti de a fi primi, se poate realiza imediat ca nu se pot
trasa contururi care sa includa contururile existente. lar, in ceea ce priveste
completitudinea multimii implicantilor primi, este limpede ca nu sunt posibile alte contururi
distincte de cele deja trasate.

Simplificarea functiei conduce la expresia algebrica (suma de produse) minimizata, unica:

glu, v, w)= u"+vw +vw'.

Functia h este reprezentata printr-o diagrama Karnaugh in figura 3.3.(c).
Aceasta funciie corespunde funciiei constante:

h(u, v, w) =1.

Dacd ar fi s& se judece doar dupd definitia acesteia. In adevar, aceastd functiei este
definita peste tot domeniul de definitie prin valoarea 1.

Pe diagrama Karnaugh corespunzatoare (figura 3.3.(c)) s-a desenat un contur care se
aseaza peste toate cele opt unitati ale acestei functiji. Aceste contur poate fi privit ca fiind
reuniunea a doud contururi vecine, logic adiacente, fiecare cu cate patru unitati.

Primul contur cu patru unitati corespunde primei linii (w = 0) din diagrama Karnaugh
(avand asociatd expresia logicad w'). lar cel de-al doilea contur corespunde celei de-a
doua linii (w = 1) din diagrama Karnaugh (avand asociata expresia logica w), asa cum s-a
remarcat anterior. Corespunzator, acestor expresii logice asociate celor doua contururi
cuprinzand fiecare cate patru unitati, rezulta:

h(u, v, wy=w'+w=1.

Functia j a carei diagrama Karnaugh este prezentata in figura 3.3.(d), prezinta un caz
particular: toti mintermii functiei j sunt implicanti primi esentiali.

Mai exact, functia aceasta nu are termeni adiacenti logic (nu existd termeni vecini nici in
diagrama). Se poate considera, in extremis, ca fiecare minterm (respectiv fiecare unitate
din diagrama Karnaugh) este adiacent doar cu sine (respectiv acoperit, in diagrama
Karnaugh, printr-un contur care cuprinde doar o singura unitate).

Astfel, functia j are expresia (suma de produse canonice) unica:
Jj(u, v, w) = uv'w + u'vw' + uvw + uv'w'.
Functia j(u, v, w) este, adesea, denumita functia suma-modulo-2 ori, SAU-EX (sau-

exclusiv) cu trei variabile.
O

Uneori este mai convenabila minimizarea anumitor functii folosind valorile zero ale acestora
comparativ cu minimizarea acelorasi functii folosind valorile 1. Mai precis, de multe ori este
mai simpla gasirea contururilor utilizand valorile 0, comparativ cu valorile 1, ale anumitor

Minimizarea functiei, astfel calculati, este obtinuti In final ca un produs de sume,
reprezentand complementara respectivei functii.

Produsul de sume, este complementabil, eventual, prin aplicarea teoremei DeMorgan
determinandu-se o suma de produse.
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Acest procedeu este denumit abordarea complementarad.

Exemplul 3.4.
Se considera functia cu trei variabile:

g(a, b, c)=my+ my+ mg+ ms.

Aceasta functie este reprezentata prin diagrama Karnaugh pentru trei variabile din figura
3.4.

Sunt trecute in diagrama din figura 3.4 atat valorile asertate cat si valorile complementate
ale functiei g(a, b, c).
ab
00 o1 11 10

c 0L 10 |1 |1 1
1 [@oJ[1 10
Figura 3.4.

Pentru functia g'(a, b, ¢) sunt trei contururi generand muliimea tuturor implicantilor primi:
e coloana a'b, un contur cu doua celule care genereaza implicantul prim p, = a'b.
e conturul cu doua celule format la baza coloanelor a'b’ si a'b, linia ¢, producand
implicantul prim p, = a'c.
e conturul extins cu doua celule, colturile inferioare stdnga si dreapta ale
diagramei, respectiv a'b'c si ab'c, reprezentand implicantul p; = b'c.

Tabelul incidentei implicantilor primi ai complementarei functiei este prezentat in tabelul

3.4:
Tabelul 3.4
my_ _m; m3 ms
p1 * * e
p2 * *
P3 * * e

Implicantii primi p4 $i p3 sunt esentiali si constituie o acoperire minima a complementarei
functiei:
g(a, b, c)=ab +bc.
lar functia va avea forma:
g(a, b, c)=(a'b +b'c)' = (a + b')(b +c).

Daca asupra acestei forme se calculeaza produsele (desfacerea parantezelor) si se
efectueaza complet toate calculele se obfine:
g(a, b, c)=ab +ac'+b'c’.

Exemplele urmatoare prezinta principalele tehnici de utilizarea a diagramelor Karnaugh
pentru minimizarea functiilor logice cu patru variabile.

Corespunzitor acestor functii diagramele Karnaugh pentru patru variabile joacd un rol
important In metodele manuale de minimizare a functiilor cu cinci si sase variabile.
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Exemplul 3.5.

bd ab abc
".00 01 11 107
00 —_—

cd 01 1] 1 acd'
1 {1 _1{ A
10 Jéj 1T1

Figura 3.5.

Fie functia: fla, b, ¢, d) =ms+ m7 + myg+ My + Mg + Mys .

Acestei funciii 1i corespunde expresia in sume de produse calculate Tn raport cu
variabilele a, b, c si d :

fla, b, ¢, d) = a'bc'd +a'bed + ab'cd' + abc'd + abcd' + abcd.

In figura 3.5 se aratd reprezentarea acestei functii printr-o diagrama Karnaugh,
corespunzator variabilelor a, b, ¢ si d.

Ultima linie din diagrama are doua celule adiacente (corespunzatoare mintermilor mqo +
myy4). Prin celula corespunzatoare mintermului myo este unicul si cel mai larg contur care
se poate trasa. Aceasta revine la a spune ca implicantul p; = acd’' = myy + my4, este prim
si esential.

Prin celula corespunzatoare mintermului  m,, este posibila trasarea conturului care
include si celula vecina a mintermului ms.

Acest contur conduce la implicantul p, = abc = my, + mys. Implicantul p, este prim,
deoarece conturul corespunzator este maximal.

Central in diagrama sunt dispuse patru celule, corespunzatoare mintermilor:

ms + Mg+ Mz + Mys.

Aceste patru celule se pot considera, intr-o prima aproximare, ca fiind doua contururi
vecine, fiecare de cate doua celule: (ms + mq3 )+ (m; + mys) = be'd + bed = bd.

Se poate trage concluzia ca un astfel de grup de patru celule invecinate sunt grupabile
intr-un contur care genereaza un implicant avand doua variabile reduse (acelea care n-au
paritate constanta de-a lungul conturului, in cazul de fata variabilele reduse sunt a si ¢).

Implicantul generat, p; = bd, este prim deoarece nu existd un alt contur care sa includa
acest contur. Implicantul prim p3; = bd este, de asemenea, si esential deoarece acopera in
exclusivitate mintermii ms, m43 si ms.

Tabelul 3.5
ms mz Mo M3 Mg Mis
p1=acd’ * * e
p2= abc * *
p3=bd * * * * e

Incidenta dintre implicantii primi si mintermii, pentru aceasta functie, este aratata in
tabelul 3.5.

Extragerea implicantilor primi esentiali (impreuna cu mintermii acoperiti) face ca tabelul
incidentei implicantilor primi sa fie vid.

Rezultd ca minimizarea exacta minima este realizata prin acoperirea functiei doar cu
implicantii primi esentiali p1 Si ps.

Aceasta conduce la expresia minimizata exacta a functiei:
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fla, b, ¢, d) = acd' + bd.

0
a'b'd’ abd'
b'cd’
ab acd'
00/ 01 (114 10~
00\ |\1 1 ab'c
cd 01 el
11 1
10 /D), IN[€
+—1 | <
Figura 3.6.

Exemplul 3.6.
Se doreste calculul tuturor formelor minimizate exact ale functiei:

fla, b, ¢, d) =My + my + Myg + Myq + Mz + Myy,
Reprezentarea acestei funciii printr-o diagrama Karnaugh este infatisata in figura 3.6.

Utilizadnd aceasta reprezentare se determing, intr-o prima etapa, multimea implicantilor
primi. In acest scop se stabilesc pentru fiecare din celulele functiei toate contururile
maxime care sunt posibile fata de respectiva celula.

Astfel, pentru celula corespunzatoare mintermului mg (ab = 00 si cd = 00, coltul din
stdnga sus in diagrama) este posibil un singur contur, extins, intre aceasta celula si
celula corespunzatoare mintermului m, (ab = 00 si cd = 10, coltul din stanga jos in
diagrama). Implicantul corespunzator acestui contur va avea o variabila mai putin.
Aceasta este variabila ¢ care schimba paritatea in cadrul acestui contur. in adevar:

p1=mg+my=a'b'cd'+abed'=a'b'd' (c'+c)=abd"

Implicantul p; este prim deoarece nu existd un alt implicant care sa-l contina (adica, sa
aiba mai putine variabile).

Celulei care reprezinta mintermul mq, (ab = 11 si c¢d = 00, linia superioara din diagrama) i
se poate atasa un singur contur, extins, intre aceasta celuld si celula reprezentand
mintermul mq4 (ab = 11 si cd = 10, linia inferioara din diagrama).

Pentru acest contur, cu doua celule, implicantul rezultat p, se determina prin stabilirea
variabile care nu are paritate constanta. Aceasta este variabila c.

Se poate usor verifica ratiunea acestei afirmatii:

p2=mq + my, = abc'd+ abcd' = a'b'd' (¢’ + c) = abd".

Pentru celula mintermului my, (ab'cd’) este posibil sa se traseze trei contururi distincte,
maximale, pentru care se vor determina implicantii primi ps, ps Si ps.

Implicantul p; este asociat conturului dintre celule mintermilor mqq Si M 4.
In cadrul acestui contur, cu doua celule, va fi o singura variabila care are schimbare de
paritate. Aceasta este variabila b, celelalte variabile avand paritate constanta.
Un calcul simplu poate sa sustina aceasta concluzie:
p3 =My + my,=ab'cd'+ abcd' =acd' (b'+ b)=acd'.

Implicantul p; este prim deoarece conturul respectiv este maximal, neexistand un altul
care sa-l contina.
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Cel de-al doilea contur asociat celulei mintermului mq, este conturul care reuneste
aceasta celula si celula mintermului my,.

Implicantul p4, generat de acest contur, va fi de forma ab'c, deoarece variabila d nu are
pariate constanta in cadrul conturului considerat.

Ultimul contur asociat acestei celule reuneste celula mintermului mqyo cu celula
mintermului m,. In cadrul acestui contur implicantul prima care se va genera va avea
variabila a redusa, deoarece aceasta schimba paritatea in acest contur.

Implicantul produs prin acest contur, ps, este prim, fiind generat dintr-un contur maximal.
Formula algebrica a implicantului prim ps, este b'cd".

Tabelul 3.6 prezinta incidenta implicantilor primi in raport cu mintermii functiei din acest
exemplu.

Tabelul 3.6
Moy My Mo My M Mg
pr * % e
P2 * * €
P3
p4 * * e
Ps *

in tabelul 3.6, asteriscurile scrise ingrosat reprezintd, succint, cauza pentru care
respectivul implicant prim este declarat esential.

Astfel, deoarece mintermul m, este acoperit doar de implicantul prim p,, acest fapt
conduce la declararea implicantului prim p4 ca fiind esentjal.

Din acest motiv, unitatea aflata la intersectia coloanei mq cu linia p; este scrisa ingrosat.
Consideratji similare au condus la scrierea ingrosata a celorlalte unitati din tabelul
implicantilor primi.

Tofti implicantii primi, din tabelul implicantilor, sunt esentiali in afard de implicantii primi p3
$! Ps.

Implicantii primi esentiali vor face parte din orice acoperire minimd exactd a acestei
functii.

Din tabelul implicantilor se calculeaza clauzele formulei lui Petrick, astfel:
a) mintermul m, este acoperit de implicantul prim esential ps;
b) mintermul m, este acoperit de implicantii primi p; (esential) si ps;
¢) mintermul myo este acoperit de implicantji primi p4 (esential), ps si ps;
d) mintermul my, este acoperit de implicantul prim esential ps;
e) mintermul m, este acoperit de implicantul prim esential p,;
f) mintermul mq4 este acoperit de implicantul prim esential p,, dar si de implicantul

prim ps.
Formula lui Petrick pentru aceasta functie arata astfel:
P1-(P1+ Ps)-(P3 + Pa+ Ps)-pa-po- (P2 + p3) =1.

Aplicand identitatea a(a + b) = a, formula lui Petrick se simplifica sesizabil, deoarece:

p1-(p1 + ps) = p1, _
(b3 + P4+ Ps)Pa= P4 si
P2-(p2+ p3) = p2-

Formula lui Petrick, pentru aceasta functie, ajunge sa fie exprimata prin produsul celor
trei implicanti primi esentiali:
p1p2psa=1.
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in conformitate cu ultima expresie a formulei lui Petrick, rezultd ca pentru functia
considerata exista o acoperire prima unica iredundanta, exacta si minima, exprimata prin
reuniunea celor trei implicanti primi esentiali:

fla, b, c, d)=a'b'd'+ abd' + ab'c.

Privitor la simplificarea anterioara a formulei lui Petrick se cuvin facute cateva
consideratii, utile, pe marginea tabelului implicantilor.

Deindata ce s-au declarat implicantii primi, respectiv p;, po Si ps, acestia urmeaza sa
apartina oricarei minimizari exacte, determinate prin acoperirea (mintermilor) funciiei cu
implicanti primi, Tn conformitate cu teorema lui Quine.

Privitor la implicantii primi, p;, p2 Si p4, este clar ca acestia acopera, In exclusivitate,
respectiv mintermii mg, mq,, $i mqs.

Dar, odata cu includerea (obligatorie) a implicantilor primi esentiali in orice soluiie de
acoperire a functiei, sunt acoperiti si alfi mintermi decat acei care au determinat
calificarea acestor implicanti primi ca fiind esentiali.

Astfel, se poate remarca faptul ca prin includerea implicantului prim esential p4, in solutia
minimizarii exacte a functiei, odata cu mintermul myg, este acoperit si mintermul m..

Prin aceastd remarca se micsoreaza complexitatea problemei alegerii unui set de
implicanti primi (s-a redus numarul de mintermi care trebuie acoperiti).

Tabelul implicantilor primi a fost modificat (tabelul 3.6a) Tn intentia marcarii mintermilor
acoperiti de implicantul prim esential p;.

Astfel, s-au barat cei doi mintermi acoperiti de implicantul prim esential p;.

Tabelul 3.6a
Influenta implicantului prim esential p1
Ao AR mo m1q mi2 m14
p1 %* * e
P2 * * e
P3 % *
P4 * * e

Ps * *

Analog, se poate observa ca implicantul prim esential p,, acopera (in afara de mintermul
my,) si mintermul myy.

Tabelul implicantilor a fost din nou modificat, agsa cum se poate vedea in tabelul 3.6b, prin
bararea celor doi mintermi acoperiti de implicantul prim esential p,.

Tabelul 3.6b
Influenta implicantilor primi esentiali p1 $i p2
o 2 mio m14 A2 A4
P * * e
P2 * * e
p3 E3 E
P4 * * e

Ps *

Similar, implicantul prim esentjal p4, acopera (in afara de mintermul my4) si mintermul my,.
Tabelul implicantilor a fost, inca odata, modificat prin bararea celor doi mintermi acoperifi
de implicantul prim esential p4, cum se poate vedea in tabelul 3.6c¢.

Tabelul 3.6¢
Influenta celor trei implicanti primi esentiali

Ho Hi Mo 11 12 #Hi14

P1 * * e
P2 * * e
p3 Ed *

p4 * * e
p5 E3 Ed
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Acum, este evident ca implicantii primi esentiali ai acestei functii sunt, si prin aceste
considerente, solutia unica a minimizarii exacte a functiei:

fla, b, ¢, d) = my + my + Myg + Myq + Mz + Myg.
0

In figura 3.7 sunt prezentate alte contururi posibile, care grupeazi cite patru celule intr-o
diagramd Karnaugh, pentru functii cu patru variabile. Pentru fiecare functie reprezentata in
figura 3.7 este mentionatd formula minimizata corespunzatoare conturului respectiv.

Figurile 3.7 (a) si (b) Infatiseazd contururi cu cate patru unitdti grupate in contururi ce
formeaza careuri.

ab ab
00 01 11 10 00 01 11 10
00 00 101
cd 01 cd 01 111
11 111 11
10 1| 1 10
f(a, b, c, d) = ac d(a, b, ¢, d) =bc’
Figura 3.7 (a). Figura 3.7 (b).
ab ab
00 01 11 10 00 01 10
00 00 1
cd 01 cd 01 1
1M1 1]1]1] 11 1
10 | g 10 1
h(a, b, c, d) = cd j(a, b, c,d)=ab
Figura 3.7 (c). Figura 3.7 (d).
ab ab
00 ,01 11, 10 _00 01 11 10
00 {11 1] 00 | 1 1
cd 01 T cd 01 1 1
11 —t— 117
10 [1 ] 1 10
I I
k(a, b, c, d) = bd’ m(a, b, ¢, d) = b'c’
Figura 3.7 (e). Figura 3.7 (f).
ab
Q0 01 11 10
00 | 1 (1
cd 01T |1 [ 1][ ]
11 1 1]
107 1) (1
7 A

n(a, b, c, d) = b'd' + bd

Figura 3.7 (g).
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In figura 3.8 sunt infitisate contururi care includ opt celule, in diagramele Karnaugh pentru
functii cu patru variabile.

ab ab
00 01 11 10 00 01 11 _10_
00 00 111
cd 01 cd 01 111
1M1 ]1]1]1 11 111
10[(1]1]1]1 10 111
m(a, b, c,d)=c n(a, b,c,d)=a
Figura 3.8 (a). Figura 3.8 (b).
ab ab
00 01 11 1 00 01 11 10,
00 | 1 1 oof\1[1][1]1])
cd 01 1 1 cd 01 g
11 [ 1 1 11
10 | 1 1 10/1]1]1][1)
p(a, b, ¢, d)=b' q(a, b, ¢, d) =d'
Figura 3.8 (c). Figura 3.8 (d).

Sunt, de multe ori, situatii in care complementara unei functii poate oferi, ocazional, solutii
mai bune.
Exemplul care urmeaza prezintd un astfel de caz.

Exemplul 3.7.
Se considera functia cu patru variabile:

Ah(a,b, C, d)=m0+m1 +my+ my+ ms+ mg+ mg+ mg+ my.
In figura 3.9. (a), este prezentatd diagrama Karnaugh a functiei h(a, b, c, d), iar in figura
3.9.(b), este prezentata diagrama Karnaugh a complementarei acesteia, h'(a, b, c, d).

ab b'd'
0Q 01 M
oo\ 1 1 [T per

cd 01 41 ] 1 1
a’c’4/1:7._; —
10T T 1\ (1

7,

Figura 3.9.(a)

ab
00 01 10
00 0 » ab
cd 01] 0 .
M|o]o[[o] 0o fp—>»cd
10 | 0 ’
Figura 3.9.(b) R
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Pentru functia h(a, b, ¢, d), din figura 3.9.(a) se determind patru implicanti primi
constituind multimea tuturor implicantilor primi ai acestei functii. Acesti patru implicanti
sunt generati astfel:

(1) conturul cu patru celule delimitat intre coloanele ab = 00 si ab = 01 si liniile cd =
00 si cd = 01, va genera implicantul prim p; = a'c’;

(2) conturul, in extensie, cu patru unitati delimitat intre aceleasi coloane ca si
precedentul contur, dar cuprinzand linile c¢d = 00 si cd = 10, va genera
implicantul prim p, = a'd’;

(3) conturul, in extensie, cu patru unitati cuprinzand coloanele ab = 00 si ab = 10 si
liniile cd =00 si cd = 01, va genera implicantul prim p; = b'c’;

(4) conturul, in extensie, cu patru unitafi cuprinzand cele patru celule din colturile
diagramei (abcd = 0000, 1000,1010 si 0010), va genera implicantul prim p, = b'd".

Se poate dovedi usor ca toti implicantii primi sunt esentiali.
Minimizarea exacta a functiei h(a, b, ¢, d) arata astfel:

h(a, b, c,d)=a'’c’'+a'd"+b'c' +b'd".

Utilizand diagrama Karnaugh a complementarei functiei (figura 3.9.(b)) se obtine
expresia:

h'a, b, c, d)=ab + cd.

Aceasta expresie (pentru h'(a, b, ¢, d)) are doar doi termeni produs, in timp ce expresia
minimizata a functiei h(a, b, c, d) are patru termeni produs.

Este evident ca minimizarea funciiei complementare are jumatate din numarul termenilor
produs corespunzatori minimizarii functiei considerate si introduce doar o inversare a
iesirii poriji finale (sunt disponibile curent por{i SAU-NU fara costuri suplimentare).

Complementand expresia functiei h'(a, b, ¢, d) rezulta urmatoarea forma a functiei h:
h(a, b, c, d)=(a'+ b')(c' + d').

Efectuand calculele se regaseste prima expresie determinatd, anterior, pentru functia h(a,
b, c, d).

O

4. Minimizarea functiilor scalare specificate prin produse de sume

Anumite implementdri ale functiilor logice impun exprimarea acestora prin produse de sume
(termenul in engleza este product of sums cu abrevierea POS).

Atunci cand sunt utilizate diagramele Karnaugh pentru minimizarea acestor expresii se poate
obtine o minimizarea a produselor de sume prin utilizarea valorilor zero ale functiei
respective.

Exemplul 4.1.
Se considera functia reprezentata prin diagrama Karnaugh din figura 4.1.(a).

Functia este specificata prin valorile 0.

Procedeul de minimizare in cazul produselor de sume este similar celui in care sunt
utilizate sumele de produse, cu cateva exceptii care vizeaza in special modul de citire al
sumelor minimizate, Tn acest caz. Astfel, pentru determinarea sumelor corespunzatoare
contururilor (trasate peste celule continand zerouri) o variabila este complementata daca
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valoarea sa de-a lungul conturului este constant unu. Altfel, dacd valoarea sa este
asertata daca peste conturul considerat este constant zero.

b'+c b'+d'
ab ar+Cr+dr
00N\01 11 /10 X
00 0ol [l a+p+c
cd 01 o |0
11 o [[o]]o
10 0
g(a, b, c, d)

Figura 4.1.(a)

Se poate remarca, din figura 4.1.(a), ca sunt posibile in total patru contururi atasate celor
opt celule, continand zerourile corespunzatoare expresiei functiei. Corespunzator fiecarui
contur sunt atasate, in figura 4.1.(a), expresiile logice in sume, minimizate. Expresiile
logice atasate fiecarui contur sunt calculate in maniera specificata anterior.

Intr-o prima formé functia g(a, b, ¢, d) este exprimata prin produse de sume si arata astfel:

gla b, c dy=(b'+c)(b'+d)(a +c' +d)a+b+c)

Conturul corespunzator sumei (implicatului) a’ + ¢’ + d', nu este esential, se poate realiza
fara dificultate. Astfel, se poate remarca faptul ca implicatul neesential este continut n
produsul celorlalti implicati.

Toate celelalte contururi produc implicati esentiali.

in final formula minimizat& exact printr-un produs de sume arata astfel:

gla b, c,d)y=(b'+c)(b'+d)(a+b+c).

O posibila metoda alternativa poate fi formulata astfel:
(1) In reprezentarea functiei complementate, celule vor fi initializate prin valori unu;
(2) Se calculeaza minimizarea cunoscutd, utilizand diagramele Karnaugh, rezultatul fiind
exprimat printr-o sumd de produse;
(3) Se complementeaza expresia rezultata prin legea DeMorgan, obtinand produse de
sume.
Se poate demonstra, in fapt, ca procedeul prezentat anterior este echivalent acestei metode,
alternative. Aceastd metoda, alternativd, este prezentata in exemplul urmator.
Pentru o mai buna intelegere si o facild comparatie s-a utilizat aceeasi functie ca si in
exemplul 4.1.

Exemplul 4.2.
Se considera functia reprezentata prin diagrama Karnaugh din figura 4.2.

bc! bd
ab acd
VXM 1 /10 X
00 11/ ape
cd 01 1 1 /4
11 ]
10 1
gla, b, c, d)
Figura 4.2.
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Sunt patru contururi in figura 4.2, din care unul nu este esential, cel corespunzator
implicantului acd.
Acest implicant este continut in reuniunea altor doi implicanti primi:

acd c bd + ab'c.
Pentru ca, acd = mys + myq, iar bd + ab'c = (mys + M3 + M7 + ms) + (M4 + Myg).
Forma minimizata exact in sume de produse a functiei g'(a, b, ¢, d), arata astfel:
g'(a b, c, d)=bc'+ bd + ab'c.

Aplicand legea DeMorgan rezultd urmatoarea forma minimizata in sume de produse
pentru functia considerata:

g@ b, c,d)y=(b"+c)b' +d)a'+b +c).

5. Minimizarea functiilor scalare avand mai mult de 4 variabile

Numarul de variabile reprezentabile prin sistemele de diagrame Karnaugh poate fi intr-o
oarecare masurd madrit, nefiind limitat strict la cel mult patru variabile. Existd posibilitatea
alcatuirii unor diagrame pentru functii avind mai mult de 4 variabile dar sesizarea gruparilor
celor mai eficiente poate fi ceva mai delicatd si poate compromite eficienta utilizarii acestor
diagrame Karnaugh de rang superior. Realizarea gruparilor celor mai potrivite in diagramele
cu mai mult de patru variabile necesita, in general, o experientd peste medie.

Existd numeroase abordari ale acestei probleme in literatura de specialitate. Idea care a fost
mult utilizatd si Incercatad practic s-a focalizat pe utilizarea unor diagrame Karnaugh, bine
cunoscute si usor de retinut, care sa fie, la randul lor, In asa fel grupate incat s sugereze
modalitati cat mai simple de minimizare. In exemplele care urmeaza sunt considerate functii
cu mai mult decat patru variabile pentru ilustrarea metodei.

Exemplul 5.1.

Se considera functia cu cinci argumente: u(a, b, ¢, d, €) = my + ms + m; + mg + My + My3
+ M5+ Myz + Myg + My + Mz + Moy + Myg + M3y,

Diagrama completa, pentru cinci variabile (asa cum este prezentata in figura 5.1) se
poate descompune in doua diagrame de patru variabile fiecare. Prima din cele doua
diagrame Karnaugh de patru variabile corespunde valorilor 0 ale variabilei a (figura
5.1.(a)) iar cealalta pentru valorile 1 ale aceleiasi variabile (figura 5.1.(b)).

abc
000 001 011 010 110 111 101 100
00 1 1
de 01 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1
10| 1 1

U(a,b, C, d, e)=m2+m5+m7+mg+m10+m13+m15+
My7 + Mg + Myq + Moz + Myy + Mg + May.

Figura 5.1. Diagrama Karnaugh cu cinci variabile pentru
functia exemplului 5.1.
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Prezenta unor grupari simetrice, in cele doua diagrame Karnaugh cu patru variabile,
conduce la concluzia ca respectivele grupari, fiind reprezentabile prin aceleasi expresii
doar in variabilele ¢, b, d, si e, ofera factorizarea respectivelor expresii si reducerea,
implicita a variabilei a.

bc
00 01 11

00 00

de 01 1| 1\ de 011 N\ A
11 N |1/ 11 N1 1/7(1/
0[] N_[( 10

(a=0) (a=1)
Figura 5.1.(a). Figura 5.1.(b).

In continuare este prezentatd si transcrierea algebricd a gruparilor din cele doud
diagrame, precum si gruparile dintre diagrame:
u(a, b, c,d e)=a'(cde’) +(a +a)e+(a +a)bcde +abe =

=a'cde’ + ce+ bc’de + abe.

bc
00 01 11 10
00 a+a
de 01| a |a+a |a+a
11| a |a+a |a+a
10| a' a

Figura 5.1.(c). Diagrama Karnaugh corespunzatoare
functiei u din exemplul 4 contindnd expresii in variabila a.

O alta abordare a acestei metode este substituirea unitatilor din diagramele Karnaugh
prin expresii algebrice alcatuite cu variabilele care eticheteaza diagramele (in cazul de
fata este o singura variabila si anume variabila a). Asa cum se poate remarca din figura
5.1.(c) gruparile omoloage din figurile 5.1.(a) si 5.1.(b) au condus la expresiile a + a’, care
sereduc (a+a’'=1).

Pe de alta parte, gruparile care n-au avut corespondenti intre cele doua diagrame
Karnaugh din figurile 4b si 4c, au pastrat expresii in a (a si respectiv a’) asa cum se poate
vedea din diagrama Karnaugh prezentata in figura 5.1.(c).

Expresia, simplificatda, a functiei u(a, b, ¢, d, e) prin utilizarea diagramei Karnaugh cu
expresii in variabila a, este prezentata in figura 5.1.(d).

bc
00 01 11 10
00 1)
de 01} a |[/N\| 1)
1M1ha \V| vV
10 | &) a'

u(a, b, c d e)=bcde’ +ce+abe+acde’
Figura 5.1.(d). Diagrama Karnaugh corespunzatoare

mintermilor funciiei u din exemplul 4 continand expresii
simplificate in variabila a.

Metoda utilizarii expresiilor algebrice, Tn locul unitatilor, Tn diagramele Karnaugh se poate
face pornind direct de la forma algebrica in suma de termeni canonici prin factorizarea
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cuburilor care nu contin variabilele de etichetare. Pentru usurinta calculelor se poate
observa cé variabila a va apare doar in mintermii avand indicele mai mare sau egal cu
16, in timp ce variabila a’ va apare in mintermii cu indicele strict mai mic sau egal cu 15.
Astfel, functia u(a, b, c, d, e) se poate scrie astfel:

u(a, b, c, d e)=(bcd’e + bcd’e + b’cde + becde + bc’d’e’)(a + a’) + (b'c’de’ + bc’de’)a’ +
(b'cd’e + b’cd’e + b’c’de + b’cde)a.

Alcatuirea unei diagrame Karnaugh utilizand variabilele b, c, d, si e cu expresii in variabila
a va arata ca in figura 5.1.(d). Implicantii primi astfel obfinuti sunt esentiali.

Exemplul care urmeaza abordeazd o functie cu sase variabile schitdnd o metoda mai generala de
tratare a functiilor cu sase variabile utilizand un cadran cu patru diagrame Karnaugh, fiecare cu cate
patru variabile. Metoda vizeaza utilizarea sabloanelor diagramelor Karnaugh cu patru variabile pentru
functii cu sase variabile.

Ca si 1n cazul exemplului precedent se utilizeaza introducerea unor expresii algebrice in locul
unitatilor, procedeul uzat in mod curent.

In maniera acesta se deschide o abordare care poate permite, in continuare, extinderea
diagramelor Karnaugh pentru functii cu un numar mai mare de variabile decat se utilizeaza
traditional.

Exemplul 5.2.
Se considera functia cu sase variabile:

v(a, b, ¢, d, e, ) =my+ mg+ Mg+ Mg + Mag + Myg + Mag + M3z + Myp + Mys + Msy + Ms3 +
Msg + Meg;.

Diagrama Karnaugh cu sase variabile a acestei funcitii este prezentata in figura 5.2.(a).

O reprezentare a acestei functii, divizata Tn patru diagrame Karnaugh cu patru variabile
fiecare, este prezentata in figura 5.2.(b).

acd
000 001 011 010 110 111 101 100

000 1
001 1 | 1
011

bef o910 [1 1 | 1 1
110 [ 1 1 | 1 1
111
101 1| 1
100 1

Figura 5.2.(a). Diagrama Karnaugh pentru functia v(a, b, ¢, d,
e, f)=my + mg+ Mg + Mg + Moy + Mg + May + M3z + Myz + Mys
+ Msg + Ms3 + Msg + Me;.

Gruparile pentru aceasta functie, in figura 5.2.(b), au fost desenate astfel incat prin
grosimea si forma liniei unei grupari sunt sugerate modul in care acestea sunt conectate.
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cd cd
00 01 11 10. 00 01 11 10
00 1] 00 1
ef 01 ef 01 1| 1
M ot M " |
10[1) 1] 10 [ 1) [€
(ab = 00) (ab =10)
cd cd
00 01 11 .10 00 01 11 10
00 1 /] 00 Lo
ef 01 o ef 01 1 1)
M L "MLl | | L&
10 1) 1) 10( 1) (1
(ab=01) (ab=11)

Figura 5.2.(b). Minimizarea funciiei v(a, b, ¢, d, e, f) din
exemplul 5.2 prin divizarea acesteia in patru diagrame
Karnaugh cu cate patru variabile fiecare.

Astfel, cu linie punctatd marunt sunt marcate doua grupari similare din diagramele
corespunzatoare (ab = 00) si (ab=01), acdf(b’ + b) = a’cd’f.

Tot cu linie punctata, dar ceva mai mai mare, sunt desemnate doua grupari din
diagramele (ab = 10) si respectiv (ab = 11), ade’f(b’ + b) = ade'f.

Cu linie plina ingrosata este marcat un grup de 8 unitati, cate doua din fiecare diagrama
si situate la baza diagramelor respective d'ef(a’b’ + ab’ + a'b + ab) = def. Rezulta ca
forma minimizata a acestei funciii este:

v(a, b, c, d, e, f)= acdf + ade’f+ def.
Aplicand substituirea unitatilor din diagramele Karnaugh din figura 5.2.(b) prin expresii

construite cu etichetele diagramelor respective se obtine diagrama Karnaugh din figura
5.2.(c).

cd
00 01 11 10
00 a'
ef 01 a| a
11
10| 1 1

wa, b, c,d e f)y=a’cdf +adef +def.

Figura 5.2.(c). Diagrama Karnaugh corespunzatoare
mintermilor functiei v din exemplul 5.2 contindnd expresii
simplificate in variabilele a si b.
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0

Se poate remarca, in final, faptul ca:

grupul celor doua unitafi din diagramele etichetate ab = 10 si ab = 11 (cde’f si cde’f
in figura 5b), apar in figura 5¢ prin variabila a,

grupul celor opt unitati sunt reprezentate in diagrama din figura 5c prin constanta 1
(cele doua variabile ale etichetelor s-au redus), iar

cele doua unitati (cd’e’f’) din diagramele etichetate prin ab = 00 si ab = 01 (figura 5b)
sunt reprezentate prin expresia a’ in diagrama Karnaugh din figura 5c;

Implicantii primi, astfel obtinuti, sunt esentjali.

6. Minimizarea functiilor scalare care contin termeni nespecificati

In practica proiectirii logice pot apare situatii cand, pentru anumite combinatii ale variabilelor
unei functii, valorile functiei sd nu fie definite. Acest fapt poate avea loc dacad, spre exemplu,
respectivele combinatii ale variabilelor nu prezinta interes pentru ca nu au cum sd aparad in
contextul pentru care se face proiectarea, ori pur si simplu respectivele combinatii ale liniilor
de intrare nu au cum sa apara.

Se presupune ca se proiecteaza un dispozitiv digital care urmeaza sa afiseze durate de timp
masurate, spre exemplu, in secunde. Atunci, valori ale rangului zecilor de secunde, mai mari
decat cinci nu sunt posibile.

Modul de abordare al minimizdrii functiilor logice care cuprind termeni neprecizati este
ilustrat printr-un prim exemplu practic.

Exemplul 6.1.

Se considera functia h(a,b,c,d) =m >(1, 5,7, 8, 10, 14) + x (0, 6, 9, 11, 13, 15).
Diagrama Karnaugh pentru functia h(a,b,c,d) este ilustrata in figura 6.1.

ab
00 01 11 10
00| X 1
cd 01| 1| 1] X]|X
11 1| X | X
10 X1 111

Figura 6.1.(a) Diagrama Karnaugh si implicantii primi
corespunzatori mintermilor funciiei h(a, b, ¢, d) din
exemplul 6.1.

Termenii neprecizati, simbolizati prin X reprezinta acele combinatii ale variabilelor funciiei
h(a, b, ¢, d) pentru care aceasta functie nu are valoarea precizata.

Pe parcursul procesului de minimizare anumite valori X pot fi definite, precizate, dupa cum
impune solutia de minimizare aleasa.

Astfel, pentru constituirea unor contururi mai largi se pot include n respectivele contururi
simboluri X alaturi de valori 1.

Corespunzator, acelor combinatii ale liniilor de intrare li se vor atribui valori 1.

Simbolurilor X care nu sunt cuprinse, alaturi de valori 1, in contururile de minimizare ale
functiei, li se va atribui valoarea 0.
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in acest mod, dupé incheierea procesului de minimizare, toate simbolurile X vor fi 1 ori 0.

Contururile asociate diagramei Karnaugh corespunzatoare figurii 6.1.(a) sunt prezentate

in figura 6.1.(b).
ab

00 01 11

X
cd 01 p1]] 1 [

11
1 111

p1=b’c' p,=c'd ps=bd ps=bc ps=ac peg=ab’

Figura 6.1.(a). Diagrama Karnaugh si implicantii primi
corespunzatori mintermilor functiei h(a, b, ¢, d) din
exemplul 6.1.

Multimea implicantilor primi ai functiei h(a, b, ¢, d) este:

P ={p1, p2, p3, P4, Ps, Pe},

respectiv:

P={bc’, cd, bd, bc, ac, ab'}.

Matricea de incidenta a implicantilor primi in raport cu termenii canonici, pentru aceasta

funciie, este prezentata ca in tabelul 6.1.(a).

Tabelul 6.1.(a).

my = ms= mz = mg= M= My =
a'b'’c'd a'bc'd a'bcd ab'c'd’ ab'cd'’ abcd’

p;=b’c’ (1,8) * *

p2=cd (1,5) * *

p3 =bd (5,7) *

ps=bc (7,14)

ps =ac (10,14)

pe = ab'(8,10) *

Se remarca, in matricea de incidenta, prezenta exclusiv a mintermilor corespunzatori
valorilor precizate, in timp ce termenii corespunzatori valorilor neprecizate nu sunt
utilizati.

De asemenea se poate observa, in acest exemplu, absenta termenilor esentjali.

Matricea de incidenta prezinta ceea ce se numeste, traditional, un nucleu ciclic.

Produsul lui Petrik pentru matricea de incidentd prezentata in tabelul 6.1.(a) este calculat
astfel:

F = s4 S5 57 S5 S10 S14, Unde clauzele de acoperire sunt calculate astfel:

S1 = (P1+ P2), S5 = (P2t Pa), S7 = (P4t Ps), Sg = (P1+ P3), S10 = (P3+ Pe) $i S1a = (Ps+ Ps);

Efectuand produsele in expresia F = s; S5 S7 Sg S1p S14, S€ Obtine formula:

F = p2p3ps + p1papPs + P1P2PsPe + P2 P3 PaPs +
P1P2P4Pes + P1P3P4Ps + P1PaPsPe + P1P3P4Ps -
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Din suma de produse anterioara se poate remarca faptul ca functia accepta doua forme
minime respectiv {p,, ps, Ps} Si {P1, P4, Ps}, amandoua cu cardinalitatea trei, precum si alte
sase forme minimale (cu cardinalitatea patru).

0

Exemplul care urmeazd introduce o functie cu termeni neprecizati pentru care matricea
incidentei implicantilor primi este reductibila.

Exemplul 6.2

Se considera functia g(a,b,c,d) =m >(0, 1, 3, 5, 13, 15) + X X(2, 6, 10, 11, 12).

Multimea implicantilor primi ai functiei g(a, b, ¢, d) a fost determinata astfel:
P ={p4, p2, p3, P, P5, Ps, P7 }, iar matricea de incidenta a implicantilor primi cu termenii
canonici, pentru aceasta functie arata ca in tabelul 6.2.

Tabelul 6.2

Implicantii Termenii canonici

primi mg my ms ms myz mys Obs
(0-01) py * *
(-101) p, * *
(110-) ps *
(1-11) pa *
(11-1) ps * *
(00--)ps = = = e
(-01-) pr *

Matricea de incidenta prezinta un singur implicant prim esential, ps. Acesta va face parte
din orice solutie minima a functiei g

Se observa faptul ca implicantul prim p, acopera doar mys in timp ce implicantul prim ps
acopera atat mintermul mys cat si mintermul mys.

Este un caz de dominanta intre liniile unei matrice de incidenta. Linia dominata este
exclusa din procesul de alegere, cu atat mai mult cu cat numarul de literali al implicantului
prim p4 nu este mai mic decat cel al implicantului prim ps.

De notat ca, in urma indepartarii implicantului prim esential si a mintermilor acoperiti de
acesta, implicantul prim p; ajunge sa fie dominat de implicantul prim p, .

Se poate remarca, din nou, ca ambii implicanti primi au acelasi numar de literali.

Linia dominata este eliminata, Tmpreuna cu implicantul prim asociat, din procesul de
alegere a solutiei minime.

Dupa aceste doua dominante de linii matricea de inciden{a arata ca in tabelul 6.2(a).

Tabelul 6.2(a)
Implicantii Mintermii
primi ms myz mys Obs.
(-101) p, = e
(11-1) ps * * e

Ambii implicanti primi sunt esentiali (secundari) si sunt adaugati solutiei minime.

Tn concluzie, forma minima a functiei:
g(a,b,c,d)=m>(0,1,3,5,13,15) + d X(2, 6, 10, 11, 12),
arata astfel:
g(a,b,c,d)= a’b’+ bc'd + abd.
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Aceasta forma nu este, insa, unica forma minima.

Astfel, daca se va considera matricea de incidenta (tabelul 6.2.(c)) asa cum ramane
aceasta dupa extragerea implicantului prim esential ps se poate calcula un produs al lui
Petrik corespunzator acestei matrice, {indnd seama si de implicantul prim esential ps.

Tabelul 6.2(c)
Implicantji Mintermii
primi ms myz mys Obs.
(0-01) p1 =
(-101) p, = *
(110-) ps *
(1-11) ps *
(11-1) ps * *

F = pe(p1+ p2) (p2+ p3 + ps) (Pa+ Ps) = P1P3Pa Pe+ P1Ps P + P2 Pa Pe + P2 Ps Pe-

Solutiile date de acest produs demonstreaza ca sunt in total trei solufi minime de
acoperire a acestei functii:

P1 P5 Pe + P2 P4 Ps + P2 Ps Pes

una dintre acestea fiind si cea calculata mai inainte.

Sunt listate in continuare toate solutiile minime (cardinalitate 3) de acoperire ale functiei
g(a,b,c,d):

1) g(a,b,c,d)= a’b’+ bcd + abd,
2) g(a,b,c,d)= ab’+ bc'd + acd,
3) g(a,b,c,d)= ab’+ a’cd+ abd.

Produsul lui Petrick ofera, teoretic, intotdeauna ansamblul tuturor solutiilor de acoperire a
unei functii scalare Booleene in raport cu mulfimea implicantilor primi ai acesteia.
Functiile cu complexitate ridicata pot ridica dificultati chiar si pentru obtinerea mul{imii
implicantilor primi (pot fi foarte numerosi si, din acest motiv, dificil de determinat in
totalitate).

Produsul lui Petrick poate fi foarte dificil de calculat pentru cazuri complicate (functii cu un
numar important de implicanti primi) si atunci procedeul de micsorare al matricei de
incidenta prin dominanta liniilor si - sau coloanelor precum si prin implicantii primi
esentiali secundari, tertiari etc., poate sa ofere, intr-un timp acceptabil, o solutie minima
ori chiar minimala daca nu sunt alte posibilitati de calcul in timp rezonabil.

o
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