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Componente Tare Conexe (CTC)

e Definitie: Fie G = (V,E) un graf orientat. G este
tare-conex & V u,veV 3 o cale u..v sio cale v..u
(ueR(v) A veR(u)).

e Definitie: G = (V,E) graf orientat. G’ = (V',E’),
V'CV,E'CE. G’ esteo CTC aluiG & G’ e tare-
conex (V u,veV’, ueR(v) A veR(u)) si G’ este
maximal.

e Lema 5.6: G = (V,E) graf orientat, G’ CTC, V
u,veV’' => VY u..vdin G are noduri exclusiv in V’

Dem: V z a.i. u..z..v => zeR(u) si veR(z). Dar
ueR(v) =>zeR(v) => v si z sunt in aceeasi CTC.
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Exemplu (II) — determinare CTC(2)
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Componente Tare Conexe (CTC)

e [eorema 5.10: G = (V,E) orientat, G’ =
(V',E’) o CTC a lui G. Toate nodurile
veV’ sunt grupate in acelasi Arb(u)
construit de DFS(G), unde u este primul
nod descoperit al componentei.
Dem: ¥V veV’, v # u, 3 u..v.drum cu noduri
albe la momentul descoperirii d(u); toate
nodurile drumului sunt in V' (conf. Lema 5.6)

=> (din Teorema drumurilor albe) v este
descendent al lui u in Arb(u)
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Exemplu (lll) — DFS

e Aplicare DFS pornind din primul nod al
fiecarei CTC

— e o o O O O e e e e

Conform Teoremei
nodurile din aceeasi
CTC sunt grupate in
acelasi arbore DFS!/

- EE EE EEE S S S S B S B B B B e e e o

\—————————————

Proiectarea Algoritmilor 2010

- -
4




Componente Tare Conexe (CTC)

\
1 ° Definitie: G = (V,E) orientat, ueV. ®(u) = stramos DFS al I
| uiudeterminatin cursul DFS(G) daca: |
I D(u)eR(u) I
I f(d(u)) = max{f(v) | veR(u)} |
|
1
P ° Ce e ®(u)? @(u) este primul nod din CTC descoperit de DFS(G) :
|
| ® Teorema 5.11: ®(u) satisface urmatoarele proprietati: :
| f(u) < f(d(u)) cand e egalitate? u este primul nod din CTC I
| vveR(u), f(®(v)) < f(d(u)) ce inseamna ca e egalitate?

I u si v sunt in aceeasi CTC I
\ ?(‘D(U)) = @(u) Dem: D(®(u))eR(®(u)) B f(@(@(u))) < f(@(u)) si l'
\ = f(@(D(u)) 2 f(D(u)) > ((D(D(u))) = f(D(u)) > O(P(u)) = (u) ,
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Exemplu (V) — stramosi

\
'17,24 A, C, | sunt stramosi DFS ai nodurilor din |
| N componenta conexa din care fac parte. |
I 1/16 J
I 18728 Proprietatile stramosilor: 1
B *f(u) < f(@(u)) I
I 215 K, Exf(B)<f(®(B)=fA) |
| vV veR(u), f(D(v))<f(D(u))
I 3/1%‘ L Ex: E€R(B), f(C) = f(®(E)) < f(®(B)) = f(A) I
5 {2 D (D(u)) = O(u) |
5/6
1 O‘\E @) Ex: @ (O(E)) = ®(C) = C = ®(E) I
| 49
| 1/16 17/24 I
" |
l 3/10 4/9
11/14 18/23 |
| 2/15 l
\
“ 5/5 O 19/2}
12/13
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Componente Tare Conexe (CTC)

e Din Definitie: ®(u)eR(u) && f(D(u)) = max{f(v) | veR(u)}.

e Teorema 5.12. G = (V,E) orientat, V ueV, u este descendent al
lui ®(u) in Arb(d(u)) construit de DFS.

Dem: prin considerarea tuturor culorilor posibile ale lui ®(u) la
momentul d(u).

e Teorema 5.13. G = (V,E) orientat, V u,veV; u si v apartin
aceleiasi CTC & O(u) = O(v).
Dem folosind proprietatile stramosilor :
e VYV u,ve aceleiasi CTC => ®(u) = O(v): veR(u), f(D(v)) < f(D(u)) si ueR(v),
f(@(u)) < f(@(v)) => f(®(u)) = f([@(v)) > D(u) = D(v)
o @(u) = O(v) => O(u)eR(u) => u si d(u) e aceleiasi CTC
si ®(u)eR(v) => v si ®(u) € aceleiasi CTC /

=>usi v e aceleiasi CTC Ve
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| Primul nod dintr-o CTC descoperit Ial
| DFS va avea copii in arborele
\ generat de DFS toate elementele/
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Componente Tare Conexe (CTC)

e Probleme:

trebuie sa eliminam nodurile care nu sunt in
componenta conexa.

vrem ca fiecare arbore construit sa contina
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| o CTC.

1

1 . : :

| @ ldee — eliminam nodurile ce nu apartin

1  CTC!Cum?

1 Daca apartin Arb(u) sinu CTC =>3 u..vsi 4

| V..U.

\\ - DFS pe graful transpus! /
Py ST T T T e T T T T -7
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Exemplu (VIII) — DFS (GT) (2)

\
P A
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\
; @ Cazuriin DFS(GT): A ) :
I v este in CTC descoperita dinu 2> v e
| poate fi descoperit din u si in S " I
1 DFS(GT). b I
I (1:7/2 I
' veCTC dar veArb(u) in DFS(G)> I
' nu va fi atins in DFS(GT) din u. . I
I 19/20 I
I ;3/24
I vgCTC dar 3 v..uin G > f(v) > f(u) . :
o . o 1 |
| - v va fi deja colorat in negru cand '
\ se exploreazi u. - 6 "
“ /16 11/14
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Observatii

e Tnlocuind componentele tare
conexe cu noduri obtinem un
graf aciclic. De ce?

e Pentru ca altfel am avea o
singura CTC!

e Prima parcurgere DFS este o
sortare topologica. De ce?

e Pentru ca sorteaza nodurile in
\ ordinea inversa a timpilor! /
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e Algoritmul lui Kosaraju:

1
|
| ® CTC(G)

| DFS(G)

I GT = transpune(G)

I DFS(GT) (in bucla prin_cipalé se trgteazé nodur_ile in ordinea
I descrescatoare a timpilor de finalizare de la primul DFS)

|

|

1

|

e Componentele conexe sunt reprezentate de padurea de
arbori generati de DFS(GT)
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Algoritmul lui Kosaraju
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Complexitate
O(n+m)
Nn = numar noduri

m = numar muchiui
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Corectitudine algoritm CTC (1)

e Teorema: Algoritmul CTC calculeaza corect
componentele tare conexe ale unui graf G = (V,E).

e Dem. prin inductie dupa nr. de arbori de adancime
gasiti de PAD a GT ca varfurile din fiecare arbore
formeaza o CTC:

Fiecare pas demonstreaza ca arborele format in acel pas
e o CTC, presupunand ca toti arborii produsi deja sunt
CTC.

P,: trivial pt. ca # arbori anteriori.

P.,~> P,..: Fie arborele T obtinut in pasul curent avand
radacina r. Notam C, = {veV | ®(v) =r}.
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Corectitudine algoritm CTC (2)

Demonstramcau € T & ueC;:

\
I
|
= ueC, = 3 r..u > toate nodurile din C, ajung in I
acelasi arbore de PAD. Dar reC, sir e radacina lui T
2> VueC, =>ueT I
< demonstram ca v w a.i. f(d(w)) > f(r) sau f(d(w)) < 1
fir,weT I
o Daca f(®(w)) > f(r) = la d(r), w e deja pus in CTC cu |
radacina ®(w) pt. ca nodurile sunt considerate in ordinea |
inversa a timpilor de finalizare > w ¢ T [

|

1

e Daca f(d(w)) < f(r) > w ¢ T pt. ca altfel (weT) > Ir.win GT
2 3w.rin G 2 reR(w), 2> f(d(w)) 2 f(D(r)) = f(r) (F)
e = T contine doar nodurile pt. care ®(w)=r > T = C, /
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Algoritmul lui Tarjan (1)

e Bazat tot pe DFS

I
I

I

I : :
; @ Foloseste o singura parcurgere in
I adancime.
I

I

I

I

I

e Determina din parcurgere care sunt
“radacinile” CTC.
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Algoritmul lui Tarjan (lI)

index = 0 // nivelul pe care este nodul in arborele DFS
e S =empty // se foloseste o stiva care se initializeaza cu &

e forallvinV do

if (v.index is undefined) // se porneste DFS din fiecare nod pe care nu l-am vizitat inca
« tarjan(v)

e procedure tarjan(v)
v.index = index // se seteaza nivelul nodului v
v.lowlink = index // retine stramosul nodului v
index = index + 1 // incrementez nivelul
S.push(v) // introduc v in stiva
forall (v, v') in E do // se prelucreaza succesorii lui v
« if (V.index is undefined or V' is in S) // CTC deja identificate sunt ignorate

« if (v'.index is undefined) tarjan(v') // daca nu a fost vizitat v' intru in recursivitate
« v.lowlink = min(v.lowlink, v'.lowlink) //actualizez stramosul
if (v.lowlink == v.index) // printez CTC incepand de la radacina
e print“CTC:"
o repeat
e V'=8.pop // extrag nodul din stiva si il printez
\ o printV'
e until (v' ==v) // pana cand extrag radacina l

\ s
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Algoritmul lui Tarjan (llI)

. Complexitate |
5 O(n+m) :
' n=numarnoduri
' m = numar muchii :
17 e uuininio o
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Intrebari?

I
[
[
I
[
[
I
[
[
I
|
\
\\
PAS——————m—mmmmmmmmm——— - -
E3

— e o o O O O e e e e

Proiectarea Algoritmilor 2010 25

13



