Laborator 3

Calculul functiilor de matrice
Exponentiala matriceala

3.1 Tema

in‘gelegerea conceptului de ”functie de matrice” si insusirea principalelor metode si algoritmi de
calcul al functilor de matrice.

3.2 Functii de matrice

Consideram o functie f: D CC — C gi fie A € C™*™ o matrice data. Ne propunem mai intai
sa definim notiunea de functie de matrice adica semnificatia expresiei

F = f(A). (3.1)

Fie pa(z) polinomul minimal al matricei A, i.e. polinomul monic de grad minim cu propri-
etatea pa(A) =0,si A\; € C, i = 1:1, zerourile acestuia avand ordinele de multiplicitate m;.
Avem

palz) =2+ a2’ =[]z =)™ (3.2)
k=0 i=1
def 1
unde m = grad(pa) =Y, my.
Definitia 3.1 Fie A € C"*"™ si

multimea zerourilor polinomului minimal pa al matricei A impreund cu multiplicitatile respec-
tive. Daca functia f : D C C — C este analitica pe o multime deschisa D ce contine punctele
Ai , @ =1:1 atunci spunem ca f este definita pe spectrul matricei A iar multimea valorilor
functiei f pe spectrul matricei A este

f(A):{f(k)()\i)M:l:l,k:O:mi—l}. (3.4)

In particular, o functie intreaga f (i.e. analitic pe D = C) este definitd pe spectrul oricrei
matrice A € C"*™.
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Desi introducerea notiunii de functie de matrice prin intermediul polinomului de interpolare
Lagrange-Sylvester este, probabil, mai intuitiva pentru un inginer, pentru evidentierea rapida
a unor proprietati utile in elaborarea unor proceduri de calcul efectiv, preferam urmatoarea
definitie.

Definitia 3.2 Fie A(A) spectrul matricei A € C™*" si D C C un domeniu cu frontiera T’
suficient de netedad astfel incat A(A) C D. Daca f este o functie analiticd pe DUT atunci

1
FYr4)=— %(z[ — A7 f(2)dz . (3.5)
2me Jp
Calculul elementelor matricei F, i.e. a integralei Cauchy
1 _
fii =5 A el (21 — A)'ejf(z)dz (3.6)

poate fi efectuat, de exemplu, cu ajutorul teoremei reziduurilor, desi aceasta cale nu este reco-
mandata decat, eventual, pentru matrice de dimensiuni nesemnificative.

Mentionam, de asemenea, posibilitatea exprimarii functiilor de matrice prin serii matriceale
de puteri.

In continuare, prezentam cateva proprietati ale functiilor de matrice, utile in dezvoltarile
procedurale care fac obiectul metodelor de calcul recomandate ca fiind cele mai bune in mo-
mentul actual.

Propozitia 3.1 Dacd functia f este definita pe spectrul matricei A atunci
f(TAT™ Y =Tf( AT (3.7)
oricare ar fi matricea nesingulara T'.

Propozitia 3.2 Dacd matricea A € C™*™ este superior (inferior) triunghiulard, iar f este o
functie definita pe spectrul lui A atunci

a) F = f(A) este superior (inferior) triunghiulard;

b) fii = flawu), i=1:n.

Propozitia 3.3 Fie A(A) = {\1, Ao, ..., A\, } spectrul matricei A € C™*™. Atunci pentru orice
functie f definita pe spectrul lui A avem

AMS(A) = {f(A1), Az, (M)} (3.8)
Propozitia 3.4 Matricele A € C**™ gi F = f(A) comutd i.e.

Af(4) = F(A)A. (3.9)

3.3 Calculul functiilor de matrice. Algoritmi

Tehnicile numerice de evaluare a functiilor de matrice, recomandate de experienta numerica
acumulata se pot Imparti in doua categorii:
a) metode bazate pe calculul valorilor proprii;

b) metode aproximative bazate pe trunchierea unor dezvoltari in serie.
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Prezentam, in continuare, procedurile bazate pe calculul valorilor proprii; metodele aproxi-
mative, bazate pe trunchierea unor dezvoltari in serie, vor fi aplicate in paragraful urmator, ded-
icat cazului particular dar important pentru teoria sistemelor liniare, al calculului exponentialei
matriceale.

Pentru matricele simple (i.e. diagonalizabile) calculul functiilor de matrice prin evaluarea
valorilor si vectorilor proprii se bazeaza pe propozitiile 3.2 gi 3.3. Intr-adevar, in acest caz,

dacd V = [v; vy ... v,]| este matricea vectorilor proprii ai matricei date A € C™*™ atunci
A=VAV~—! unde A = diag(A1, Ao, ..., An).
Prin urmare, pentru orice functie definitad pe spectrul matricei A rezulta
F = f(A) = VAV =Vdiag(f(\), f(A2), -.., FOu)V (3.10)

Folosind functia MATLAB eig de calcul a valorilor si vectorilor proprii ai unei matrice avand
sintaxa

[V, L] = eig(A)

unde L = diag(A1, A2, ..., A,) este forma Jordan a matricei diagonalizabile A, iar coloanele
matricei de transformare V' sunt vectorii proprii asociati. Relatia (3.10) sta la baza urmatorului
algoritm de calcul al functiilor de matrice diagonalizabile.

Algoritmul 3.1 (Date matricea simpld A € C™*" gi functia f : D C C — C
definitd pe spectrul matricei A, algoritmul calculeazi F' = f(A) prin determinarea
valorilor si vectorilor proprii.)

L [V, L] = eig(4)
2. D = zeros(n,n)
3. Pentruit=1:n
L. D(i,i) = f(L(i,3))
4. F=VD/V, ie. se rezolva in raport cu F sistemul matriceal liniar nesingular
FV =VD.

5. Daca se stie a priori ca rezultatul este real atunci F' = Re(F).

Evident, efortul de calcul principal este destinat calculului valorilor si vectorilor proprii si,
intr-o oarecare masura, rezolvarii sistemului matriceal liniar.

Proprietati numerice mult mai bune, in toate cazurile, se obtin daca in locul formei canonice
Jordan se utilizeaza forma Schur complexa (sau reald) a matricei A. Aceastd alternativa este
conditionata de existenta unui algoritm eficient de calcul al functiilor de matrice triunghiu-
lare (sau cvasitriunghiulare). Un astfel de algoritm, propus de B.N. Parlett [1], are la bazi
propozitia 3.3 si proprietatea de comutativitate formulata in propozitia 3.4. Vom deduce algo-
ritmul pentru cazul generic al matricelor cu valori proprii distincte.

Fie T' € C™*™ o matrice superior triunghiulara cu t;; # ¢;; pentru orice i # j si f o functie
definitd pe spectrul lui T. Dacd F = f(T') atunci avem

FT =TF. (3.11)

Tindnd cont cd matricea F este, de asemenea, superior triunghiulara si scriind (3.11) pe
elemente obtinem

J J
> tinfrj =Y fitrj, j=1in, i=1:j, (3.12)
k=1

k=1
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de unde, in ipotezele mentionate, avem

-1
fij = %[tij(fjj — fi)+ Y (tifej — fintrg)l, j=1:im i=1:j. (3.13)

t
13 w k=i+1

Relatia (3.13) este utild numai in masura in care se poate gési o ordine de calcul a elementelor
matricei I’ astfel incat, la fiecare moment al procesului de calcul, in membrul drept al expresiei
(3.13) sd apard numai elemente deja calculate. O astfel de ordine exista si ea poate fi evidentiata
observand ca elementele diagonale sunt calculabile cu formula

fii = f(tii) (3.14)

gl cd in membrul drept al relatiei (3.13) apar elementele F (4,4 : j — 1) din "stdnga” elementului
fij e F(i+1:j4,7) de "sub” elementul f;; (vezi diagrama din figura 3.1).

i F(Li:j—l) fij

F(i+1:4,9)

Figura 3.1: Matricea F = f(T).

De exemplu, se poate adopta o ordine diagonala de calcul al elementelor triunghiului supe-
rior, dupa cum este indicat in diagrama din figura 3.2 pentru n = 5, numarul inscris In matrice
marcand numarul de ordine pentru calculul elementului de pe pozitia respectiva.

1 6 10 13 15
2 7 11 14
3 8 12

4 9

)

Figura 3.2: Ordinea diagonala de calcul a elementelor matricei F' = f(T).

Aceasta nu este singura ordine posibild. Intr-adevar, daca efectuam calculele pe coloane in
ordinea j =1, 2, ..., n, pe fiecare coloani calculele efectudndu-se de jos in sus (vezi diagrama
a) din figura 3.3) sau pe linii in ordinea i = n, n — 1, ..., 1, pe fiecare linie ordinea de calcul
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fiind de la stdnga la dreapta (diagrama b) din figura 3.3), atunci in momentul calculului unui
element curent oarecare, elementele din stanga si de sub elementul curent sunt deja calculate.

1 3 6 10 15 11 12 13 14 15
2 5 9 14 7T 8 9 10
4 8 13 4 5 6

7 12 2 3

11 1

(a) (b)

Figura 3.3: Ordinea ”pe coloane” (a) si ordinea ”pe linii” (b) de calcul a elementelor matricei

F = f(T).

Prezentam in continuare algoritmul corespunzator ordinii diagonale de calcul, celelalte vari-
ante facand obiectul unor exercitii. Pentru a urmari mai ugor indexarea, observam ca, atribuind

indicele ¢ directiilor paralele cu diagonala principala a matricei, rezulta urmatoarea schema de
calcul.

1. Se calculeaza f; = f(ti), i =1:n.
2. Pentrug=2:n

1. Pentrui=1:n—q+1

1. Se calculeaza f;;yq—1 cu relatia (3.13).

Pentru a nu modifica indexarea folositd in expresia (3.13) a elementului f;; facem urméatoa-
rele schimbarile de indici

p=q-—1, Jj=1i+p.

Schema de mai sus ne conduce la urmatorul algoritm de calcul al functiilor de matrice triunghi-
ulare cu elementele diagonale distincte.

Algoritmul 3.2 (Parlett)(Date o matrice superior triunghiulard 7' € C"*"
cu t;; # tj; pentru orice ¢ # j si o functie f : D C €' — C definita pe spectrul
matricei T', algoritmul calculeaza, in ordine diagonala, elementele matricei superior
triunghiulare F' = f(T).)

1. Pentrui=1:n
L. fi = f(ta)
2. Pentrup=1:n—-1
1. Pentrui=1:n—p
l.j=14+p
2. s =ti;(fj; — fis)
3. Dacd p > 1 atunci
1. Pentruk=1¢+1:5—-1
L. s=s+tifrj — fixlj
L s
4. fij = o
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Cu acest algoritm, completat cu procedura de aducere a unei matrice date la forma Schur
complexa (superior triunghiulard) prin transformaéri ortogonale de asem&nare, se obtine o pro-
cedura cu bune calitati numerice pentru calculul functiilor de matrice. Utilizand functiile MAT-
LAB schur si rsf2csf se obtin matricea unitara de transformare U gi forma Schur complexa S
a matricei A legate prin relatiile

S=U"AU, A=USU". (3.15)
Introducand pentru utilizarea algoritmului 3.2 sintaxa
F = parlett('f',T)

avand ca parametrii de intrare sirul de caractere ’f’ ce desemneazaa functia f si matricea
superior triunghiulard T, iar ca parametru de iegire matricea F' = f(T') obtinem urmé&torul
algoritm.

Algoritmul 3.3 (Date o matrice A cu valori proprii distincte si o functie f
definitd pe spectrul matricei A, algoritmul calculeazi matricea F = f(A) prin
metoda aducerii matricei A la forma Schur complexa.)

1. [U, S] = schur(A)

2. [U, S] = rsf2esf (U, S)
3. T = parlett(f, 5)

4. F=UTU"

5. Daca se stie a priori cd rezultatul este real atunci F' = Re(F).

Calculul exponentialei matriceale

Desi metodele de calcul prezentate in sectiunea precedenta sunt aplicabile pentru toate functiile
definite pe spectrul matricei argument, pentru anumite functii, de un interes aplicativ deosebit,
au fost dezvoltate proceduri alternative, cu calitati numerice superioare.

In acest paragraf prezentam principalele metode pentru calculul exponentialei matriceale
d(t) = e, (3.16)

unde ¢ > 0 este un parametru scalar. Dupa cum se stie, functia ®(¢) este matricea de tranzitie a
starilor sistemului liniar £ = Ax, adica satisface ecuatia diferentiald matriceala liniara ® = A®
cu conditia initiald ®(0) = I.

Pentru a limita sensibilitatea lui ®(¢) in raport cu variatiile lui A e necesar sa limitam ¢||A||,

de exemplu astfel incat
tAl <1, (3.17)

fie alegand ¢ suficient de mic, fie (in cazul in care ¢ este impus) utilizidnd proprietatea

L om>1 (3.18)

e26A _ (eﬁA)

A

Intr-adevir, oricare ar fi t||A|| existd m astfel incat QLmHAH < 1 iar dacii ez 4 ¢ cunoscut

atunci, conform (3.18), et poate fi calculat printr-un proces de ridicare succesiva la patrat. O
evaluare a lui m rezultd observand ci daci t||A|| > 1 atunci trebuie s& avem log, (t||A|)) < m,

deci
m = 1+ [log,(t||Al]) ], (3.19)
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unde [-] este partea intreagd a argumentului.

In practica m se poate alege printr-un procedeu de Injumétatire succesiva. Schema de
calcul, numita ”de injumaitatire si ridicare la patrat” (scalling and squaring), pe scurt (1/2)2,
este urmatoarea:

Schema (1/2)?
1. Se calculeaza ||A].
2. Se initializeaza m = 0.
. Cat timp t||Al| > 1

1. t«—t/2
2. m—m+1

w

4. Se calculeazi F = et4.

5. Cat timpm >1
1. F « F?
2. m+—m-—1

In ipoteza ci t||A|| e limitati (de exemplu cu schema (1/2)2), metodele uzuale de calcul
al exponentialei matriceale constau in constructia unei aproximari locale in jurul lui z = 0 a
functiei e®.

De reguld aproximarile utilizate sunt de tip polinomial (Taylor) sau rational (Padé) si permit
calculul lui e*4 prin evaluarea aproximirii considerate pentru z = tA.

I. Aproximatia polinomiala (Taylor) de ordin p este de forma
Y1
Ty(2) = o P (3.20)
k=0

si asigura cea mai buna aproximare polinomiala locala de ordin p. Eroarea relativa de trunchiere
. . oo . Al)PHt A
comisa de aproximarea (3.20) este marginita superior de e, < % astfel incat p se poate

determina din relatia

p+1
e <t (3.21)

unde tol este o toleranta acceptata.

Evaluarea polinomului matriceal T),(A) are loc dupa schema

Tei1(tA) = T (tA) + Xy, X = %t’“A’“ : (3.22)

unde intre doi termeni succesivi X si X;_1 are loc relatia
1
X = %tAXk_l, (3.23)

iar initializarile sunt, evident, To(tA) =1 gi Xo = I.
Tinand seama de cele spuse mai sus, algoritmul de calcul al exponentialei matriceale poate
fi formulat in felul urmator.

Algoritmul 3.4 (Date A € R™ " si t € R algoritmul calculeaza F' = e*4, in
ipoteza t||A|| < 1, utilizand aproximatia Taylor).
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Se determina p din conditia (3.21).
X=1I
F=1
Pentruk=1:p
1. X « $tAX
2. F—F+X

Ll e

Observatia 3.1 In absenta limitarii lui t||All, la pasul 4.2 pot avea loc fenomene de anulare
prin scadere cu consecinte catastofale asupra preciziei. Prin urmare, algoritmul de mai sus se
asociaza in mod obligatoriu cu schema (1/2)2. In orice caz, pentru siguranta calculului, se
recomanda monitorizarea normei termenilor X. <&

II. Aproximatia rationald (Padé) de grade (p, ¢) si de ordin p 4 g este de forma

Np(z)  co+crz+---+cp2P

= = == 1 .24
By (2) Dy(2)  14diz+--+dgz’ (do = 1), (3:24)
unde coeficientii ¢ , d sunt
(p+q—Fk)p! (p+q—Fk)g! k
= , dp = 1)~ 3.25
T TR - (p+Q)!k!(q—k)!( ) (3:25)

Eroarea de trunchiere poate fi limitatd alegind convenabil gradele p, g ale a proximarii (3.24).
Se poate arita cd dacd t|Al| < 3 atunci

Rpy(tA) = et At (3.26)
unde AE = F'A iar
plgt  (t]Alprrat?
(p+q! (+qg+1)!

Eroarea relativa de trunchiere comisa prin utilizarea aproximatiei Padé R,,,(tA) poate fi eval-
uata acoperitor prin

[tE]| <8 (3.27)

t2 2

2!

”et(AJrE) _ etA”

<|le'® = 1| = [ItE + +oe |l < || e (3.28)

llet 4]l

Din motive de eficientd se recomanda p = ¢, cu care valoarea concreta se alege din conditia
lLE|| < eps, unde eps este o tolerantd prescrisd, mai precis
2 2p+1
(®)*  ClAD®

@) Dl =P (3.29)

In MATLAB se considerd ci este suficient si se aleagd p = q = 6.

Polinoamele N, (tA) si D,(tA) se evalueaza dupa schema cunoscuta, adica

Niy1(tA) = Np(tA) + Xy, Xp = cptt AR (3.30)
unde b1
p—
Xp= ————tAX) ;. 31
P kp—k+1) R (3:31)

Rezulta urmatorul algoritm.
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Algoritmul 3.5 (Padé) (Date A € R"*" si t € R astfel incat t|A| < 1,
algoritmul calculeaza F' = e utilizand aproximatia Padé).

1. Se determina p din conditia (3.29) sau se considerd p = 6.

2. X=1
3. N=1
4. D=1
5. Pentruk=1:p

p—k+1
1. X « 7k(2p—k+l)tAX

2. N N+X
3. D« D+ (—1)kX

6. F'=4d N, i.e. se rezolva ecuatia matriceala DF = N in raport cu F'.

Observatia 3.2 Si algoritmul de mai sus se asociazi in mod obligatoriu cu schema (1/2)2.
Pentru siguranta calculului, in afara de monitorizarea normei termenilor X, se recomanda
testarea lui cond(D) la pasul 6. &

Programe MATLAB disponibile

Pentru calculul unei functii de matrice cu valori proprii distincte se poate folosi functia funm.
Pentru calculul exponentialei matriceale este disponibila functia expm.

3.4 Sarcini de lucru

A. In laborator

1. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al functiilor

de matrice bazate pe calculul valorilor si vectorilor proprii gi se vor testa pe exemple
numerice semnificative (m,n > 20) pentru functiile exp, sin, cos, sqrt. Se vor compara
solutiile calculate cu programul propriu cu cele oferite de functiile MATLAB disponibile.

. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmului Parlett precum si

pentru implementarea algoritmului 3.5. Se vor compara solutiile calculate pentru functiile
exp, sin, cos, sqrt cu programe proprii cu cele oferite de functiile MATLAB disponibile si
cu rezultatele oferite de programul de la punctul 1.

. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al exponen-

tialei matriceale bazat pe aproximarea Pad’e incluzand schema (1/2)2. Se vor compara
solutiile calculate cu programe proprii cu cele oferite de functiile MATLAB disponibile si
cu rezultatele oferite de programul de la punctele 1 si 2.

Se vor analiza sursele functiilor MATLAB funm si expm si se vor identifica metodele
folosite.
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B. Acasa

1. Se vor scrie programele MATLAB pentru implementarea algoritmilor Parlett in versiunile
”pe linii” gi ”pe coloane” si se vor compara rezultatele oferite de cele trei versiuni testate
pe exemple numerice semnificative (m,n > 20) pentru functiile exp, sin, cos, sqrt.

2. Se va scrie programul MATLAB pentru implementarea algoritmului de calcul al exponen-
tialei matriceale bazat pe aproximatia Taylor si se va testa pe exemple numerice sem-
nificative (m,n > 20). Se vor compara solutiile calculate cu acest program cu solutiile
calculate de celelalte programe. Ce constatati?

3. Exercitii si teme de casa.

E 3.1 Adaptati algoritmul Parlett pentru calculul functiilor de matrice inferior triunghi-
ulare cu elementele diagonale distincte.

E 3.2 Scrieti un algoritm eficient pentru calculul functiei F' = f(A), unde A este superior
bidiagonala cu elemente diagonale distincte.

E 3.3 Scrieti un algoritm eficient pentru calculul unei functii F' = f(A), unde A € R™*"
este simetricd. Considerati cazurile f(z) = e*, f(z) =lnz, f(z) =z

E 3.4 Scrieti un algoritm eficient pentru calculul matricei de tranzitie ®(k) = A* a
sistemului liniar discret z(k + 1) = Az(k).

E 3.5 Stabiliti legatura dintre functiile considerate mai sus i exponentiala matriceala

etA’ unde
0 _ 0 I,
P

Ce implicatii calculatorii are constatarea facuta?
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