Seminar 2.Factorizari ortogonale

Responsabil:
Mihaela Vasile (mihaela.a.vasile@gmail.com)

Cosmin-Stefan Stoica (cosmin.stoica9@gmail.com)

Obiective

In urma parcurgerii acestui seminar , studentul va fi capabil sa:
e Defineasca notiunea de matrice ortogonald si vector ortogonal

e Aplice cele 3 metode de factorizare ortogonala

Breviar teoretic

Factorizarea QR stabileste cd orice matrice AeR™", poate fi descompusi ca un produs:
A=QR intre o matrice QeR™" matrice ortogonald si ReR™" o matrice superior triunghiulard cu
elementele diagonale pozitive.

O matrice ortogonald He R™" are urmitoarea proprietate: H * H' = H' * H = |,,. Observim
ca H este ortogonala daca si numai daca coloanele matricii H sunt ortogonale.

1.Metoda Householder

Metoda de triunghiularizare ortogonald Householder transforma sistemul Ax=b, AeR™",
ntr-un sistem ortogonal echivalent HAx = Hb, cu matricea sistemului HA superior triunghiulara,
HeR™™ fiind o matrice ortogonald. Matricea ortogonald H se construieste ca un produs de
reflectori Householder: H=H,...H,H;; un reflector elementar Householder este de forma:

T
H =I -2 v;’v" ,
vPvP
in care componentele vectorului Householder v,=[0...0 vpp...vim,]" se obtin cu relatiile:

m
s | 2 - - a3 i
Cp = Slgn(app) D @ip  Vep=aptOp, B=pVip, Vip=aip, I>P.
i=p

Inmultirea HA=H,...H,H,A se scrie Ay;=H,A,, p=1:n, A;=A. Datorita formei particulare a
reflectorilor, Inmultirile matriciale nu se fac efectiv. Astfel inmultirea Ap.,=H,A, se face astfel:

- coloanele j=1:p-1 raméan neschimbate

- Incoloana p: aj, cu i<p raman neschimbate, ay,=-0p, ajp=0, I>p

- Tncoloanele j=p+1:n, a; cu i<p rdman neschimbate,

aij=aij-T;Vip, I>P,
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2.Metoda Givens

Formeaza matricea ortogonald G ca un produs de matrice elementare de rotatie:
G:Gn-l,nGn-Z,nGn-Z,n-l- . -GlnGl,n-l- .Gy Tn care:

1 0 - 0 0 e 0

0o 1 - 0 0 .. 0

0 0 cosf - —sind --- 0
G, = .

0 0 - sind@d - cos@ -+ O

0 0 - 0 0 1

Inmultirea la stanga cu Gy afecteaza numai liniile k si I din A:
A’kaAijOSG-AU'Sine, A’|j=AkjSin6+A|jC036

Determinam rotatia 6, impunand ca A’=0. Rezulta:

tge:i,P:\/A&i"‘Aﬁ’

A

cosezi, sin0:—i
P P

3.0rtogonalizare Gram-Schmidt

In metoda Gram-Schmidt clasica se scriu relatiile obtinute din factorizarea QR, evidentiind
coloanele matricelor Q si A:

a,
a, = q;%;,, r, = "a1"2 Q = —
I
a, - r.,q
_ — T _ _ 1291
a, = 415, + ALy, L, = q33, I = "az - r12q1||2, q =
2
3-1
j j-1 aj rijq1
_ _ T _ _ i=1
a; = Z i sy iy = iy Iyy = @y Z Qs r 95 <
i=1 i-1 2 L5

Algoritmul clasic este instabil numeric. Operatiile de scadere pot fi facute progresiv, in
momentul obtinerii elementului rj;. Notim

a(jl) = a(jO) - ;9

ga? = @Y - r.q,) = gfa? - rqlq, = gt = g,

@1 n algoritmul Gram-Schmidt modificat se efectueaza operatiile in

sau in general r;; = q;aj

ordinea:



_ |la(0) _ _ 1_(0) _ o 1_(0) _ 1_(0)
I, = ||a(1 || q = T L, = qla(z I = qla(a I = qlaix
11
(1) a(zl) =a, ~In,q a(al) = aa) ~ I al = afﬂo) - 0,49
1
. _a _ 1 _ (
mo- ] @- 1, = qal r, = gl
22
2 2 1
" a<3) = aa) ~ I3, ail) = af’x) ~ a9
2
_ @ _8 _ 2
o= o] @ r, = gl
B (3) (2)
an = an - r3nq3
rnfl,n = qiflainiz)
aﬁ:"l) a(n_Z) - n—l,nqn—l
n—1)
_ a
rﬂn = ailn l)| qn = ;

nn

Probleme rezolvate

1. Daca Hj,H;_sunt ortogonale => H1H2=ortogonaa
Observatie: H-matrice ortogonald=> HH =,

Rezolvare
HiHy =ly;
HoHy =lp;

HiHa(H1H2) ™= HiHoH, TH =1,

2. |[Hx[]2=[x]]2;
Se stie ca :
y'y=lyll%

(HX)THx= XHHX=|IXI=> [IHXI?=[xIP5=> [IHX]=]X]; (X2 >=0;

;
3. Fie H :In—ﬁ -reflector Householder;
u
a) H'=H:; b) Hu="? ;
Rezolvare
—_— .
2uu’ 2uu’
a) H' =|I - =——| =1 — =
DA T T



T T
b) Hu—(lnﬁ}—uzu—uzu—u%—u
u

4. XER™ |X=1 U= :ei=[1000]"
J1+X
a) ||ull2;
b) H=l,-uu";Hx=?;
Rezolvare
.
a) ||u||22:uTu: X+el (X+el) —.

Jrx Lvx

T T
b) Hx = (In—uuT)x=x—uuTx=x—(X+el)(x +e1)x:X_(x+el)(1+x1):_e

1

1+x 1+x
5. Determinati factorizarea QR reflector Householder a matricei
2 4 5
A=|1 -1 1
2 1 —1.
Solutie.
2 -1
a=|1| o=[al,=3 u=|1|ul,=6
2 2
1 00 1 -1 -2
=1 izuluf=010—l—l 1 2 |=
o] 001 -2 2 4
2 1 2
:ll 2 -2
3
2 -2 -1
2 1 2][2 4 5] [3 33
AZ:HlAlzél 2 -2|1 -1 1|=0 0 3
2 -2 -1||2 1 -1 0 3 3
0
_ |0 _ 2
B R R T T
_1_
— 0 — [ ©
a, = {3}, ||a2||2 = 3, u, = |-1} ||u2||z =2
1




H,=1, ~u,u; ={0 0 1
(TN PR
1 0 0][3 3 3] [3 3 3
A,=R=H,A,=|0 0 1[/0 0 3|=|0 3 3
0 1 0/[[0 3 3| (003
2 1 2]/t 00 2 2 1
Q—(HZHl)T—HlHZ—%{l 2 -2 001:%1—2 2

2 -2 -11/{0 1 0 2 -1 -2

6. Determinati factorizarea QR cu rotatori Givens a matricei

2 4 5
A=]1 -1 1
2 1 -1

Solutie. Pentru anularea lui A(2,1)=1 se formeaza:

.2 2. _ 1
NN N
2 1]
NCEEN 2 1 0
1 2 1
G, =|-—— — O|l=—|-1 2 0 |
1 V5 5 5 B
0. 0 1 0 0 5
2 1 02 4 5 5 7 11
Ai_GZl-Azi5 -1 2 01 -1 1 iS 0 -6 -3
0 0 V5|2 1 -1 245 J5 -5
Se anuleaza A(3,1)=2:
oo V5 52
SN TP TR T - )
NG 2
- 0 = 5 0 25
3 3 1
Gu=| 0 1 0 |- O 35 0 |
_é 0 % —25 0 5



. 5 0 25| 5 7 11
A2=G31-A1=E 0 35 o0 ||l 0 -6 -3
25 0 5 ||25 5 -5 .

45 45 45
:% 0 -18/5 -95
0 -9J5 -2745]
. 3J5 3J5 345
A=——| 0 -6 -3
\/g 0 -3 -9
Se anuleazi A,(3,2)= 3 ;
J5
_6
o 5 _ 6 _ 2. 1
32 %_{_g 3\/3 \/gi 32 \/g;
5 5
1 0 0 J5 0 0
G, =|0 2 11l o g
15 25 5| 6 1 _o
° B B

. V5 0 o0][3/5 3/5 35
A=Gy A=7|0 -2 -1/ 0 -6 -3
0 1 -2/l 0 -3 -9

Q= (Gsz 'G31 ) GZl)T = Gle 'G‘31T 'G32T

12—101\/50—21\/30 0
Q=E12 05030—50—21
0 0 +5 2 0 45 0o -1 -2



2 2 1
1
R=l3 3 3|
2 1 _2
'3 3 3]
7. Determinati coeficientii matricelor Q si R din factorizarea Gram-Schmidt a unei matrice A:
A=QR
IFil.l rlZ s rln
L, L, ... I
& a .. aJu g9 .. q]= .
rnl rn2 rnn
Rezolvare
1) a=0qnh,=n= ”a'l”’
a, .
G, = r_1
11
AT T, .
2) a2=q1r12+q2r22,/q1 =, =0, 8,
oz — it .
=" = ”az - q1r12||1
o
q, = a, —Qih, :

PP
85 = Oyfy5 + Oolys + Galazi / Of 5= 113 = O &5,
103;=> Tyy =0, 8,
4) 3= ”as —Ouh;— Q2r23||;
a3 —Oils —Qylps.

3)

0; = ]
r33
Observatie:
Se pot generaliza formulele:
T .

i =0cajs

j-1
Ny = aj—qukfkj ;

=1

j-1

a; = Gy



8. Determinati factorizarea QR folosind factorizarea Gram-Schmidt a matricei:

2 4 5
A=|1 -1 1
2 1 -1
Solutie.
Ty = faul, =3
a, 1
q, = . 3 1

I, = <q11a2> =3

4 2 2
a, - rq, =|-1|-|1|=|-2
1 2 -1
L, = |a, —r12<.'11||2 = 3,
2
q, = a, — L, d; _ i{z
r,, 3 _1
n; = (@q,a;) = 3
L, = (q, a;) = 3,
5 2 2 1
a, —r.q, “ g, = |1 | —-|1|-|-2| =] 2
-1 2 -1 -2
r,, = ||a3 - r.q, — r23q2||2 =3,
1
q, = a, —r13:1 - r,,q, :é 2
3 -2
3 33 2 2 1
R=|0 3 3[Q=%1 -2 2
0 0 3 2 -1 -2
2 4 5 2 2 1 3 3 3
Azl—llz% -2 2 0 3 3
-2 1 -1 2 -1 -2 0 0 3
Observatie:

Pentru a verifica daca solutia obtinuta este cea corecta se poate folosi una din metodele:
QR=A
QQ'=ly;
Orice 2 coloane sunt ortogonale in Q
Orice coloand normata in Q

Mo bhe



Probleme propuse

1.Scrieti o functie matlab function [Q,R] = GrSch(A), pentru calculul factorizarii QR pentru o
matrice superior Hessenberg utilizand ortogonalizarea Gram - Schmidt.

2.Scrieti o functie matlab function [Q,R] = Givens(A), pentru calculul factorizarii QR pentru o
matrice superior Hessenberg utilizand rotatori Givens.

1 2
3. Sa se determine descompunerea QR pentru A=| 2 3 [(prin una din cele 3 metode).
3 4

4.Scrieti relatiile care realizeaza triunghiularizarea ortogonala cu reflectori Householder a unei
matrice tridiagonale.Scrieti o functie Matlab care rezolva un sistem cu matrice tridiagonala,
utilizind relatiile stabilite mai sus. Functia are semnatura: function x= Householder(a,b,c,d)
n care a este diagonala matricei, b-subdiagonala, c-supradiagonala, d-termenii liberi.

8
2 0 =
3
5.Fiematricea A=|{1 1 1 |.Determinti factorizarea QR pentru matricea A folosind
21 -2
3

algoritmul Gram-Schmidt clasic.
6. Se considera vectorii 'V €R" ortonormati (||u||2 =1, ||V||2 =1, u'v=v'u=0). Se formeazi

vectorul X =u+V.
a) Sa se dea exemplu de doi vectori ortonormati;

b) Sa se calculeze”X” -

¢) Se formeazi matricea H =1 —X-X". Si se calculeze H -u, H v si ||H||2;

d) Daca A=uv', calculati B=H "AH",n>2.

7. Un vector u € R" poate fi adus la un vector de normi 1 prin impirtirea cu norma sa. Fie
reflectorii Householder U =1_—2uu’, ||u||2 =1siV=1,-w',|v, =2

u,veR” :

a) dati un exemplu numeric pentru vectorii
b) calculati reflectorii U,V pentru exemplul de la punctul a);

¢) calculati U -uU si V -v;
d) daca A=uv', calculati B=UAV' si C=VAU .



